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RESUMO

A Algebra tem vindo a ser reconhecida como fundamental no curriculo de Matematica,
sendo defendido, neste ambito, o desenvolvimento do pensamento algébrico nos alunos desde os
primeiros anos de escolaridade. Por outro lado, a visualizacdo tem sido cada vez mais valorizada
no processo de ensino e aprendizagem da Matematica, na medida em que se estd a abandonar a
conotacdo de mero fim ilustrativo, para passar a ser reconhecida como uma componente
fundamental do raciocinio, da resolugdo de problemas e da demonstragdo. Assim, este estudo
pretende compreender como se caracteriza o pensamento algébrico de alunos do 6.2 ano de
escolaridade no ambito de contextos visuais. Com base nesta problematica, foram definidas as
seguintes questdes de investigacdo: (1) Que aspetos do pensamento algébrico sdo evidenciados
em contextos visuais?; (2) Que tipo de estratégias utilizam os alunos no processo de generalizacdo
nestes contextos?; (3) Que dificuldades sdo evidenciadas pelos alunos nestes contextos?; (4) Que
razdes poderdo explicar estas dificuldades?

Para a concretizacdo deste estudo, optou-se por uma investigacdao de natureza qualitativa,
seguindo um design de estudo de caso, de natureza descritiva e interpretativa, tendo sido
estudados dois alunos em contexto turma. Elaborou-se uma proposta didatica, baseada no
trabalho desenvolvido por Vale e colaboradores no Projeto Matematica e Padrdes no ensino
basico: perspetivas e experiéncias curriculares de alunos e professores, e no Programa de
Matematica do Ensino Basico, organizada em: contagens visuais; estudo de sequéncias de
repeticdo e de crescimento; e problemas com padrdes. A recolha de dados foi realizada numa
turma de 6.2 ano de escolaridade, em que a investigadora assumiu o papel de observadora
participante, técnica que foi complementada com entrevistas, questiondrios, gravacdes audio e
video e analise documental.

A analise dos dados permitiu verificar que, tarefas de exploragdo de padrdes em contextos
figurativos revelaram-se potenciadoras do desenvolvimento do pensamento algébrico nos trés
aspetos que o compdem: padrdes e relagdes; generalizagao; e simbolizagdo. Constatou-se, ainda,
que tarefas desta natureza proporcionam a utilizacdo de variadas estratégias de generalizacdo,
algumas de natureza visual e outras de natureza nao visual. Os alunos que suportaram o seu
raciocinio no contexto figurativo conseguiram obter mais sucesso e revelaram maior
compreensdo das relagGes entre as varidveis dependente e independente.

Palavras-chave: Pensamento algébrico, Visualizagdo, Generalizagdo, Proposta didatica
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ABSTRACT

Algebra has been recognized as fundamental in the mathematics curriculum, being stated
the relevance of the development of algebraic thinking in students from early years. On the other
hand, there has been a growing appreciation of visualization in the teaching and learning of
Mathematics, once the connotation with mere illustrative purposes is being abandoned, to be
recognized as a fundamental component of reasoning, problem solving and proof.

Thus, this study aims to understand how algebraic thinking is characterized in 6" grade
students working in visual contexts. To understand this problem, the following research questions
were defined: (1) What aspects of algebraic thinking are evident in visual contexts?; (2) What kind
of strategies students use in the process of generalization in visual contexts?; (3) What difficulties
are evidenced by students in these contexts?; (4) What reasons may explain these difficulties?

To implement this study, we opted for a qualitative research, following a case study design,
of descriptive and interpretative nature, in which two students were studied in the class context.
A didactical proposal was elaborated, based on the proposal presented by Vale and colleagues,
developed throughout the Project Mathematics and Patterns in basic education: perspectives and
curricular experiences of students and teachers, and also based on the Mathematics Curriculum
for Basic Education, organized in: visual counting; study of repetition and growth patterns; and
patterning problems. Data collection was carried out in a 6™ grade class, in which the researcher
assumed the role of participant observer, technique completed with interviews, questionnaires,
audio and video recordings and document analysis.

Data analysis has shown that tasks involving the exploration of patterns in figurative
contexts proved to enhance the development of algebraic thinking in the three aspects,
comprising: patterns and relationships; generalization; and symbolization. It was also found that,
tasks of this nature provide different strategies of generalization, some of visual nature and
others of non-visual nature. Students who bore his reasoning in the figurative context achieved
more success and showed better understanding of the relationships between the dependent and
independent variables.

Keywords: Algebraic thinking, Visualization, Generalization, Didactical proposal
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CAPITULO | - INTRODUCAO

Neste capitulo, constituido por trés seccbes, apresenta-se o tema em estudo, salientando-
se a sua pertinéncia, define-se o problema, bem como as questdes que o orientam e, por fim,

expode-se a organizacao geral do documento.

Pertinéncia do estudo

Com a generalizagcdo do Programa de Matematica do Ensino Basico (ME-DGIDC, 2007) no
ano letivo 2009/2010, verificaram-se diversas alteracdes no curriculo portugués de Matematica
destes niveis de ensino, em particular ao nivel da Algebra, sendo introduzida como tema
matematico no 2.2 ciclo, a par dos Numeros e Operacdes, da Geometria e da Organizacdo e
Tratamento de Dados. Assim, o pensamento algébrico passou a ser um dos quatro eixos
fundamentais em torno dos quais se desenvolve o processo de ensino-aprendizagem. Nesta linha,
ja Kaput (1999) vinha defendendo a introdug¢do do pensamento algébrico no curriculo de
Matematica logo a partir dos primeiros anos de escolaridade. Esta valorizacdo da Algebra, desde
cedo, vai de encontro ao que é referido pelo National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
na publicacdo Principios e Normas para a Matemdtica Escolar, ao considerar que a Algebra se
relaciona com os nimeros, com a geometria e a andlise de dados, contribuindo para unificar o
curriculo e sendo considerada um fio condutor curricular desde os primeiros anos de escolaridade
(NCTM, 2007). Surge uma nova visdo da Algebra, que se distancia da visdo tradicional que a
conotava com a resolucdo de equagdes e a simplificacdo de expressdes algébricas (Kaput, 1999;
NCTM, 2007), passando a ser vista como uma forma de pensamento acerca de situagdes
matematicas (Kieran, 2007).

Verifica-se que no Programa de Matemadtica do Ensino Basico (ME-DGIDC, 2007) é dada
especial aten¢do ao pensamento algébrico, evidenciado no 22 e 32 ciclos através do tema Algebra,
mas também em varios objetivos delineados para o 12 ciclo. Darley e Leapard (2010) consideram
0 pensamento algébrico como uma prioridade na aula de Matematica de hoje, sendo importante
o desenvolvimento das capacidades dos alunos para pensar algebricamente.

E reconhecido que o trabalho com padrdes permite a uma aprendizagem mais significativa
da Matematica, contribuindo para a construgdo de uma imagem positiva da mesma, tornando os
alunos mais confiantes e confortaveis na atividade que desenvolvem (Vale, Barbosa, Borralho,

Barbosa, Cabrita, Fonseca & Pimentel, 2011a; Smith, Hillen & Catania, 2007). A explora¢do de



tarefas que envolvam o estudo de padrées tem vindo a ser recomendada para a introdugdo da
Algebra nos primeiros anos (Driscoll, 1999; NCTM, 2007; Stacey & Macgregor, 2001), sendo um
importante veiculo para o desenvolvimento do pensamento algébrico (NCTM, 2007). O trabalho
com padrdoes tem especial impacto na capacidade de generalizar e consequentemente no
desenvolvimento do pensamento algébrico, tendo vindo a ser defendido por vdrios autores
(Orton & Orton, 1999; Ponte, 2005a; Vale, et al., 2011a) afirmando-se, por isso como um caminho
para abordar a Algebra.

E de salientar que o trabalho com padrdes figurativos permite desenvolver nos alunos a
capacidade de generalizar e de representar relagdes (Orton, Orton & Roper, 1999). Esta ideia é
consistente com o que Vale, Pimentel, Alvarenga e Fdo (2011b) referem, defendendo que tarefas
apresentadas em contextos figurativos sdo um bom ponto de partida para o desenvolvimento do
pensamento algébrico considerando a visualizagdo como crucial na aprendizagem da Matematica.
E reconhecido o potencial dos padrdes figurativos de crescimento na procura de generalizacdes
(Van de Walle, Karp & Bay-Williams, 2010) e no desenvolvimento do pensamento algébrico
(Billings, 2008; Billings, Tiedt & Slater, 2007) assim como é reconhecida a sua importancia na
transicdo da aritmética para a algebra (Vale et al., 2011a). Verifica-se que existe um realce no
trabalho em contexto visual como forma do desenvolvimento do pensamento algébrico, sendo
defendido por Mason (1996) que os alunos deveriam recorrer a visualizagdo para facilitar a
generalizagao.

A introdugcdo da Algebra como tema matematico no 2.2 ciclo representa um desafio para os
professores deste nivel de ensino, na medida em que o propésito principal de ensino prende-se
com “desenvolver nos alunos o pensamento algébrico, bem como a sua capacidade de
representar simbolicamente situacdes matematicas e ndo matemadticas e de resolver problemas
em contextos diversos” (ME-DGIDC, 2007, p. 40). Tendo em conta que o principal propdsito do
tema Algebra é o desenvolvimento do pensamento algébrico, que por sua vez se centra na
generalizacdo e na simbolizacdo (Kaput, Blanton, & Moreno, 2008), afigura-se um grande desafio
para os professores de matemadtica, ja que sdo reconhecidas as dificuldades dos alunos na
generalizacdo de padrdes e na formulacdo da respetiva expressdo algébrica da mesma (English &
Warren, 1998). Consciente desta realidade, surge a motivagdo para o aprofundamento desta
temadtica, especificamente do desenvolvimento do pensamento algébrico em alunos do 2.2 ciclo,
com incidéncia em contextos visuais, quer pelo repto lancado pelo Programa de Matematica do
Ensino Basico aos professores, quer pela motivacdo pessoal da investigadora, que adveio do

destaque dado a aprendizagem da Algebra. Desta forma, o desenvolvimento deste estudo, para



além da relevancia ao nivel da literatura explanada, tem relevancia ao nivel pessoal, ja que
permitira aprofundar o conhecimento na drea da Educacdo Matematica e contribuird para o

desenvolvimento profissional da investigadora.

Problema e questdes do estudo

Atendendo as ideias explicitadas, nomeadamente a valorizagdo da Algebra e do
pensamento algébrico patente nos mais recentes documentos curriculares, e o contributo das
tarefas centradas na exploracdo de padrdes em contextos figurativos para o desenvolvimento do
mesmo, surge o problema deste estudo: como se caracteriza o pensamento algébrico de alunos
do 6.2 ano de escolaridade no ambito de contextos visuais. Partindo desta problematica, foram
enunciadas algumas questées de investigacdo que orientam este estudo:

1) Que aspetos do pensamento algébrico sdo evidenciados em contextos visuais?

2) Que tipo de estratégias utilizam os alunos no processo de generalizacdo nestes

contextos?

3) Que dificuldades sdo evidenciadas pelos alunos nestes contextos?

4) Que razées poderdo explicar estas dificuldades?

Procurar-se-a dar resposta a estas questdes com base no trabalho desenvolvido por alunos
de uma turma do 6.2 ano de escolaridade, em particular por dois alunos dessa turma. Esta
investigacdo tem por base uma proposta didatica com tarefas que envolvem contagens visuais,
estudo de sequéncias de repeticdo e de crescimento em contextos figurativos, e problemas com
padrées, com a finalidade de promover a capacidade de generalizar desenvolvendo assim o

pensamento algébrico.

Organizagao geral

Esta dissertacdo encontra-se organizada em sete capitulos, seguidos das Referéncias
Bibliograficas e dos Anexos.

Inicia-se com o Capitulo |, Introdugdo, no qual se reflete sobre o tema em estudo e a sua
pertinéncia sendo também apresentado o problema que se pretende investigar e as questdes que
o orientam, finalizando com uma descri¢do da organizagao do trabalho.

No Capitulo Il, Enquadramento Tedrico, apresenta-se a fundamentagdo tedrica que
sustentou o estudo. Abordam-se as componentes do pensamento algébrico, como os padrdes e

relagdes, a generalizacdo e a simbolizacdo, fazendo também um enquadramento curricular do



mesmo. De seguida, salienta-se o contributo da visualizagdo para o desenvolvimento do
pensamento algébrico, fazendo-se uma abordagem ao conceito de visualizagdo. Posteriormente,
discute-se a relacdo entre a visualizacdo e a capacidade de generalizar, fazendo referéncia a
estratégias de generalizacdo e as dificuldades e fatores que influenciam a capacidade de
generalizar. Por fim, apresenta-se a proposta didatica utilizada neste estudo, cujo propdsito é o
desenvolvimento do pensamento algébrico.

No Capitulo Ill, Metodologia, apresentam-se e fundamentam-se as op¢des metodoldgicas,
esclarecendo o papel da investigadora assim como os critérios de selecdo dos casos. De seguida
sdo explanados os métodos de recolha dos dados, a forma como decorreu a selecdo e a
implementacdo das tarefas e descrevem-se as fases do estudo e os procedimentos adotados.
Finaliza-se o capitulo com a explicacdo do processo de analise dos dados.

Seguem-se os Capitulos IV, V e VI, referentes a andlise e interpretacdo dos dados. No
Capitulo IV é feita uma descri¢cdo do trabalho desenvolvido pela turma onde decorreu o estudo.
Nos Capitulos V e VI apresenta-se o trabalho desenvolvido pelos alunos-caso ao longo da
exploracdo das tarefas, com enfoque nas estratégias usadas e nas dificuldades sentidas.

No Capitulo VI, DiscussGo e Conclusdes, apresentam-se as conclusdes do estudo,
respondendo as questdes inicialmente definidas. Termina-se com uma breve reflexdao sobre a
investigacdo desenvolvida, analisando as implicagGes na pratica profissional da investigadora e
identificando algumas limitagdes deste estudo. Esta reflexdo integra, ainda, algumas

recomendacgdes para investigagcdes futuras.



CAPITULO Il - ENQUADRAMENTO TEORICO

Neste capitulo realiza-se um enquadramento tedrico das principais temdticas que
sustentam o estudo, dividindo-se em trés sec¢des: o pensamento algébrico; contributo da
visualizacdo para o desenvolvimento do pensamento algébrico; e proposta didatica para o
desenvolvimento do pensamento algébrico. Algumas destas sec¢Oes apresentam-se segmentadas

em tépicos considerados pertinentes para um bom entendimento da temética abordada.

O pensamento algébrico

O que é o pensamento algébrico

A Algebra tem sido identificada com a manipulacdo de simbolos, nomeadamente a
resolucdo de equacbes e a simplificacdo de expressdes algébricas, sendo esta uma visdo
tradicional da mesma (Kaput, 1999; NCTM, 2007). Numa perspetiva de evolugdo da Algebra,
surgem outras concec¢bes como a que apresenta Kieran (2007) que defende uma visdo mais
abrangente ao afirmar que:

Algebra n3o é apenas um conjunto de procedimentos envolvendo os simbolos em forma de letra,
mas consiste também na atividade de generalizagdo e proporciona uma variedade de ferramentas
para representar a generalidade das relacbes matematicas, padrdes e regras (e.g. Mason, 2005).
Assim, a Algebra passou a ser encarada n3o apenas como uma técnica, mas também como uma
forma de pensamento e raciocinio acerca de situagées matematicas. (p. 5)

Neste sentido, surge o conceito de pensamento algébrico, sendo defendida a sua
introdugdo na matematica escolar logo nos primeiros anos (Kaput, 1999). Segundo Kaput (1999),
a Algebra deve ser entendida de forma diferente da visdo tradicional, considerando fundamental
gue o desenvolvimento do pensamento algébrico esteja acessivel a todos os alunos sendo, para
isso, necessaria a criacdo de um ambiente propicio na sala de aula, que lhes permita aprender
com compreensdo. Tendo por base esta perspetiva, este autor entende que a Algebra se associa a
capacidade de generalizagdo e de expressar em toda a matematica, desde os primeiros anos,
recorrendo progressivamente a uma linguagem mais formal podendo surgir na aritmética, em
situacdes de modelagdo ou na geometria. Considera, ainda, que a Algebra se apresenta em cinco
aspetos diferentes: generalizacdo e formalizacdo de padrdes como aritmética generalizada;
manipulacdo de simbolos guiada sintaticamente (manipulagdo simbdlica); estudo de estruturas
abstratas a partir de cdlculos e relagbes; estudo de fungdes, relagdes e variagdo conjunta;

modelagdo e linguagem. A compreensdo da matematica requer que os alunos tenham



experiéncias que vado para além da aritmética e da fluéncia de calculo, de modo a poderem
entender a estrutura mais profunda subjacente a matemadtica (Blanton & Kaput, 2011). Para isso,
é importante que sejam proporcionadas experiéncias que ajudem os alunos a reconhecer e
articular estruturas e relagdes e a usar essas percepc¢des do raciocinio matematico como objetos
para raciocinar matematicamente. Na matematica elementar, este tipo de experiéncias relaciona-
se com a emergéncia do pensamento algébrico, proporcionando a compreensao da generalidade,
associada a matematica e ndo apenas a exploracdo de situacdes de aprendizagem
computacionais.

Blanton e Kaput (2005) caracterizam o pensamento algébrico como o “processo pelo qual
os alunos generalizam ideias matematicas a partir de um conjunto de casos particulares,
estabelecem essas generalizacGes através de discurso argumentativo, e expressam-nas de formas
progressivamente mais formais e adequadas a sua idade” (p. 413). Assim, a generalizagdo
apresenta-se como um aspeto fundamental do pensamento algébrico (Blanton & Kaput, 2005;
Schliemann, Carraher, & Brizuela, 2007; Vale, Pimentel, Alvarenga, & Fao, 2011b). Para Vale et al.
(2011a) o pensamento algébrico é transversal no curriculo, correspondendo a simbolizagdo na sua
forma de representar e analisar situagées matematicas aquando do uso dos simbolos algébricos,
ao estudo de estruturas como a compreensdo de relagdes e fungdes e a modelagdo. Para isso, é
necessario o dominio da simbologia para representar matematicamente o problema, a utilizagdo
de processos para obter o resultado sempre com a preocupagdo de interpretar e validar esse
resultado. Darley e Leapard (2010) consideram o pensamento algébrico como uma prioridade na
aula de matematica de hoje, devendo os professores estabelecer as bases para desenvolver as
capacidades dos estudantes para pensar algebricamente. Segundo Kaput (2008), o pensamento
algébrico apresenta dois aspetos fundamentais: a generalizacdo e a expressdo de generalizacbes
de forma progressiva em sistemas de simbolos convencionais; e a a¢do sintaticamente conduzida
sobre a simbolizagdo em sistemas organizados de simbolos. Para este autor, estes aspetos surgem
nas trés vertentes da Algebra por ele definidas:

(1) Algebra como o estudo de estruturas e sistemas abstraidos de célculos e relagdes, inclusive os
decorrentes da aritmética (Algebra como aritmética generalizada) e no pensamento quantitativo; (2)
Algebra como o estudo de funcdes, relacdes e variacdo conjunta; (3) Algebra como a aplicacdo de
um conjunto de linguagens de modela¢do dentro ou fora do dominio matematico. (Kaput, 2008, p.
11)

Assim, para além da generalizacdo, também a simboliza¢do estd no cerne do pensamento
algébrico (Kaput et al. 2008) na medida em que este é composto por processos de simbolizacdo

gue servem generalizacBes e o raciocinio com generalizac¢des.



Driscoll (1999) considera como fundamental ao pensamento algébrico a capacidade de
identificar padrdes e reorganizar dados para apresentar situacdes em que os valores das varidveis
dependente e independente se relacionam em regras funcionais bem definidas. Na mesma linha,
para Van de Walle, Karp e Bay-Williams (2010) o pensamento algébrico envolve a generalizacdo a
partir de experiéncias com numeros, a formalizacdo dessas ideias através de um sistema de
simbolos significativo e a exploracao de padrdes e funcdes. Deste modo, pode dizer-se que o
pensamento algébrico envolve a exploracdo de padrdes e rela¢des, a generalizacdo e o uso da

simbolizacdo, aspetos que se passa a analisar com maior detalhe.

Padrées e Relagoes

A Matematica tem sido descrita, nas ultimas décadas, como a ciéncia dos padrées (Devlin,
2002), facto que realgca o reconhecimento da importancia dos padroes na Matematica. Por
exemplo, Davis e Hersh (1995) consideram que “o préprio objetivo da matematica é, em certa
medida, descobrir a regularidade onde parece vingar o caos, extrair a estrutura e invariancia da
desordem e confusdo” (p. 167) e Zazkis e Liljedahl (2002) entendem que “os padrbes sdo o
coracdo e a alma da Matematica” (p. 379). Assim, a exploracdo de padrdes é uma atividade
central em toda a Matematica (Lee & Freiman, 2006). Devlin (2002), acrescenta que a atividade
de um matemadtico é “examinar padrdes abstratos — padrdes numéricos, padrdes de formas,
padrdes de movimento, padrdes de comportamento, etc.” (p. 9). Isto significa que os padrées ndo
se confinam a analise de situa¢Ges de repeticao, apresentam-se como transversais, quer pelos
conteudos quer pelas capacidades que desenvolvem em alunos de qualquer nivel, possibilitando
o estabelecimento de uma profunda e ampla variedade de conexdes entre todos os tdépicos da
matematica e fora dela (Vale, et al., 2011a)

Definir o que é um padrdo nao é facil (Orton, 1999), pois tem a ele associadas definicdes
muito diferentes conforme a utilizacdo que é pretendida (Vale, Palhares, Cabrita, & Borralho,
2006). Trata-se de um conceito com uma natureza multifacetada e abrangente, o que justifica o
facto de ndo se encontrar uma definicdo formal na literatura ou uma abordagem especifica na
historia da Matematica (Smith, 2003). Contudo, verifica-se que a ideia de regularidade ou
repeticdo esta presente nas perspetivas de alguns autores como a de Vale et al. (2006) que
referem que “genericamente, padrio é usado quando nos referimos a uma disposi¢cdo ou arranjo
de numeros, formas, cores ou sons onde se detetam regularidades”, ou na de Sawyer (1955,

citado por Orton, 1999, p. 149) que define padrdo como “qualquer tipo de regularidade que pode



ser reconhecida pela mente”, ou de Smith (2003) que entende que estamos perante um padrdo
guando “vemos repeticdo ou imaginamos a possibilidade dessa repeticao” (p. 137). Existem
conceitos que sdao fundamentais quando se fala de padrdes como repeticdo, regularidade,
continuagdo, os quais estdo presentes na definicio de Barbosa (2010) que considera “que um
padrdo é todo o arranjo de numeros ou formas onde sao detetadas regularidades passiveis de
serem continuadas” (p. 47), a qual se adotara neste estudo.

Segundo Vale et al. (2011a), a utilizacdo de padrdes no ensino da Matematica permite aos
alunos, para além da construcdo de uma imagem mais positiva da Matematica e do
desenvolvimento da criatividade, uma aprendizagem significativa e um maior envolvimento.
Smith et al. (2007) também relatam as vantagens da exploracdo de tarefas que envolvam padrdes
na relagcdo dos alunos com a matematica, verificando que estes se tornaram mais confiantes e
confortdveis em relagdo a disciplina, sendo encorajados a ter uma participacdo mais ativa. De uma
forma geral, pode dizer-se que o trabalho com padrdes apoia a “aprendizagem dos estudantes
para descobrirem relagdes, encontrarem conexdes, fazerem conjeturas, previsdes e também
generalizagdes” (Vale, et al., 20114, p. 9).

A exploracdo de tarefas que envolvam padrdes tem vindo a ser recomendada como uma
abordagem inicial da Algebra desde os primeiros anos (Driscoll, 1999; NCTM, 2007; Stacey &
Macgregor, 2001). Verifica-se esta associagdo em varios documentos curriculares. Por exemplo,
em Principios e Normas para a Matemdtica Escolar (NCTM, 2007), considera-se os padrdoes como
um meio para o desenvolvimento do pensamento algébrico, sendo que um dos seus objetivos
para a Algebra, em todos os niveis de ensino, é Compreender padrdes, relagdes e fungdes.
Encontra-se, ainda, a referéncia ao facto de as experiéncias sistematicas com padrdes ajudarem a
compreender o conceito de funcdo, através do estabelecimento de relagdes entre as varidveis
subjacentes a um dado padrdo. Assim, a exploracdo de padrdes, como forma de expressar a
generalizacdo, tem-se afirmado como um caminho para a Algebra (Orton & Orton, 1999; Radford,
2008), sendo consensual entre varios autores que este tipo de trabalho possibilita o
desenvolvimento da capacidade de generalizar e consequentemente o pensamento algébrico
(Orton & Orton, 1999; Vale, et al., 2011a). Vale et al. (2011a) consideram que “trabalhar com
padrdes ajuda os alunos a procurar regularidades e relagGes e encoraja-os a generalizar” (p. 16).
Trata-se de um contexto privilegiado para trabalhar com varidveis e incdgnitas, compreender a
equivaléncia de expressdes algébricas, melhorar a manipulacdo simbdlica, explorar uma
variedade de expressdes e equacgbes, aspetos que estdo intimamente relacionados com o

pensamento algébrico (Lee & Freiman, 2006). No entanto, é necessario sublinhar que, apesar das



atividades que envolvem problemas com padrdes serem adequadas a introducdo de conceitos
algébricos elementares, podem implicar algumas dificuldades caso os alunos ndo estejam
familiarizados com o trabalho com padrdes (Vale & Pimentel, 2005).

Ha uma grande diversidade de padrdes, que variam entre padrdes numéricos, padrdes
figurativos, padrées geométricos, padrdes lineares, padrdes quadraticos, padroes em
procedimentos computacionais, padrdoes de repeticdo, padrdes de crescimento, entre outros
(zazkis & Liljedahl, 2002). No entanto, qualquer um pode ser descrito relativamente a forma como
pode ser repetido ou prolongado, independentemente dos objetos que estdo envolvidos na sua
estrutura. Neste estudo é dada especial atencdo aos padrdes visuais/figurativos como contexto
privilegiado de trabalho, abordando, em particular, padroes de repeticdo e padroes de
crescimento, lineares e ndo lineares.

Um padrdo visual/figurativo é composto por figuras que, como salientam Rivera e Becker
(2005), representam muito mais que apenas desenhos, na medida em que possuem atributos ou
apresentam relacGes entre elas. Orton et al. (1999) defendem que o trabalho com este tipo de
padrées permite desenvolver nos alunos a capacidade de generalizar e de representar relacgoes.
Afirmam, ainda, que a apresenta¢do de padrdes em contextos visuais/figurativos ou concretos
podem trazer beneficios, para alguns alunos, como a contextualiza¢do da tarefa, propiciando uma
melhor compreensao e a simplificagdo da mesma. Contudo, reconhecem que se alguns alunos
beneficiam com este contexto concreto, outros sentem mais dificuldades, facto que se relaciona
com as suas capacidades visuais. Para Lee e Freiman (2006), o primeiro passo na exploragdo deste
tipo de padrdes é ver o padrao, afirmando também que os de tipo numérico, apesar de poderem
ser interessantes, ndo sdo propicios ao trabalho inicial de ver um padrao, pois sdo menos visuais e
dificilmente permitem uma multiplicidade de formas de interpretacdo (Lee & Freiman, 2006).
Segundo Vale et al. (2011a), os padrdes figurativos podem conduzir a diferentes modos de ver e a
descoberta de diferentes relagdes, dando lugar “a expressées diferentes (pois traduzem modos
diferentes de ver) mas que sdo equivalentes” (p. 29). A exploracdo de tarefas que impliquem a
generalizacdo na descoberta e estudo de padrdes em contextos figurativos/visuais sdo
potencialidades essenciais para o pensamento algébrico (Vale, 2012).

Seguidamente apresenta-se uma sintese de ideias sobre padrdes de repeticio e de

crescimento, com enfoque em contextos figurativos.



Padroes de repeticéo e padrées de crescimento

Um padrao de repeticdo apresenta uma unidade que se repete, tendo uma estrutura ciclica
gue se obtém através da repeticdo dessa unidade minima (Warren & Cooper, 2008b), ou seja,
apresenta um “motivo identificavel que se repete de forma ciclica indefinidamente” (Vale, et al.,
2011a, p. 20). Threlfall (1999) identifica esta unidade minima/motivo como a unidade de
repeticdo, considerando a sua percepg¢ao por parte dos alunos importante ja que é um exemplo
de uma das caracteristicas do pensamento algébrico, a capacidade de generalizar.

Para a exploracdo de padrbes de repeticdo, Warren e Cooper (2006) propuseram uma
sequéncia organizada em seis fases, com vista a evolugdo dos alunos. Desta forma, devem: (1)
copiar um padrdo; (2) continuar um padrdo, em ambas dire¢des; (3) identificar a unidade de
repeticdo; (4) completar um padrdo, podendo continuar ou preencher espagos em branco; (5)
criar um padrao; (6) traduzir um padrdo para um contexto diferente.

Reconhecer num padrdo deste tipo a unidade de repeticdo envolve, conjuntamente, uma
abordagem conceptual e procedimental. Em situacdes de continuacdo de um padrdo de
repeticdo, por parte dos alunos, Threlfall (1999) afirma que podem ter diferentes
comportamentos, ja que alguns poderdo pensar de forma a ter unidades de repeticdo completas
e outros poderdo pensar em subdividir a unidade de repeticdo. Como exemplo refere: “se
existirem 16 espacgos para continuar e o padrdo é vermelho, azul, azul, vermelho, azul, azul, etc.
Nesta situacdo, os ultimos elementos podem ser tratados de forma diferente: deixar em branco
ou preencher” (p. 24), dependendo do modo como os alunos interpretam a unidade de repeticdo.
O trabalho com padrdes de repeticdo é importante ja que estes servem de contexto para outros
conteldos, para além de permitirem generalizar e formular regras, contribuindo assim para o
desenvolvimento da “pré-algebra”. A complexidade de um padrdo de repeti¢do altera conforme a
quantidade de atributos que estdo presentes na sua estrutura (e.g. cor, tamanho, forma,
orientagdo, o numero de vezes que aparece), podendo ser apenas um ou diversos, bem como o
modo como variam, podendo manter alguns atributos constantes e modificar os outros. Desde
muito cedo, as criangas poderiam trabalhar com padrdes de repeticdo, mas deveria ser realizada
uma exploracdo aprofundada, abrangendo ideias matematicas, que permitiria desenvolver
processos de generalizagdo onde o pensamento algébrico é fundamental. Assim, a exploracdo
deste tipo de padrdo assume-se como um trabalho prévio ao realizado com padrdes de
crescimento (Vale, et al., 2011a)

Um padrao de crescimento apresenta unidades distintas, os termos, sendo que cada um

esta dependente da posicdo que ocupa no padrdo (Warren & Cooper, 2008b), mudando de forma
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previsivel em relagdo ao anterior (Billings, et al. 2007; Vale, et al., 2011a). Trata-se de uma
sequéncia que se prolonga de forma regular, podendo ser constituida por nimeros ou formas
(Moyer-Packenham, 2005). Warren e Cooper (2008a) documentam que, de uma forma geral, os
alunos apresentam maiores dificuldades no trabalho com padrdes de crescimento, do que com os
padroes de repeticdo. Afirmam que, esta situacdo podera estar relacionada com o facto de, em
sala de aula, ser privilegiada a exploracdo de padrdoes de repeticdo. Contudo, os padrdes
habitualmente explorados na introducdo a algebra formal sdo predominantemente padrdes de
crescimento de natureza visual (Warren & Cooper, 2008a). Funcionam como um catalisador para
a utilizacdo de diferentes abordagens, visuais e ndo visuais, suscitando diferentes formas de
representacdo. Fornecem um contexto significativo para pensar algebricamente na medida em
gue os alunos analisam a mudanca e as relagées inerentes no padrdo, generalizando sobre essas
relacbes, ou seja, sdo motivados a pensar nos padrées de crescimento como funcdes em vez de se
concentrarem apenas na variagdo relativa a um dos conjuntos (Billings, 2008). Billings (2008), na
sua descricdo acerca de um estudo envolvendo a exploracdo de padrées figurativos de
crescimento, considera que este tipo de padrdes fornecem um contexto bastante rico para o
desenvolvimento do pensamento algébrico. Observa que ferramentas como construir o padrao,
analisar a variagdo ao longo dos termos e utilizar simbologia para representar e comunicar a
generalizagdo tornaram-se bastante Uteis na criagdo, interpretagdo e representagcdo de
generalizagBes. Neste sentido, os padrdes figurativos de crescimento apresentam-se com uma
significativa importancia na transi¢do da aritmética para a algebra. Segundo Warren e Cooper
(2008b) existem trés motivos fundamentais para a exploragdo de padrdes figurativos de
crescimento: (1) sdo a representacdo visual dos padrées com numeros; (2) podem ser usados
como uma introducdo informal do conceito de variavel; e (3) podem ser usados para gerar
expressoes equivalentes.

Os padrées de crescimento podem ser lineares, se for possivel a sua traducgdo através de
uma expressdo polinomial do 1.2 grau, ou ndo lineares, caso ndo seja possivel a sua traducgdo
numa expressdao dessa natureza (Vale, et al., 2011a). Os padrdes lineares mudam sempre a
mesma quantidade, o que torna constante a diferenga entre termos consecutivos, ja os nao
lineares ndo apresentam uma varia¢cdo constante entre termos consecutivos. No caso particular
dos quadrdticos é constante a diferenca entre as diferengas de termos consecutivos (Hargreaves,
Threlfall, Frobisher, & Shorrocks-Taylor, 1999). Orton e Orton (1999) afirmam ter claras evidéncias
de que os alunos apresentam mais sucesso na exploracdo de padrdées lineares do que nos padrdes

guadraticos, uma vez que tém tendéncia a usar um raciocinio recursivo, mais dificil de aplicar no
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segundo caso, ja que a diferenca ndo é constante. Habitualmente, os padrdes lineares sdo os mais
utilizados na sala de aula, no entanto podem também ser usados padrdes de tipo ndo linear como
os que envolvem quadrados de numeros (Vale, et al. 2006). Warren e Cooper (2008a), num
estudo envolvendo criangas com oito anos de idade e a exploracdo, em contexto figurativo, de
padroes de repeticdo e de crescimento, relatam que os alunos revelam dificuldades na
reversibilidade de pensamento, principalmente por duas razbes: baseou-se na relacdao entre o
nimero de ordem e o termo, ou seja, na relacdo entre a variavel dependente e a variavel

independente; exige uma boa compreensao das relacdes numéricas.

Generalizagdo

A generalizagdo surge como uma componente essencial do pensamento algébrico (Blanton
& Kaput, 2005; Schliemann et al. 2007; Vale, et al., 2011a) podendo também afirmar-se que,
globalmente, integra o pensamento matemadtico (Driscoll, 1999; Mason, 1996), pois permite ver
para além das particularidades de uma determinada situagdo. Mason (1996) afirma mesmo que a
generalizacdo é o coracdo da matematica, sublinhando que ndo ocorre pensamento matematico
se os alunos ndo tiverem por habito generalizar e expressar as suas generalizacdes.

Sendo considerada um dos grandes focos da Matematica, muitos investigadores tém
evidenciado interesse em caracterizar a generalizagdo. Segundo Kaput (1999) generalizar é
continuar um raciocinio ou comunicagdo para além do caso ou casos que estdo em estudo,
reconhecendo, de forma explicita, o que de semelhante existe entre eles ou elevando o raciocinio
ou comunicagao a um nivel onde o foco deixa de ser a situagdo inicial e passa a ser o padrao, o
procedimento, as estruturas e a relacdo entre eles. Radford (2006) considera que o processo de
generalizacdo de padrdes assenta na compreensdo do que existe de comum em alguns termos em
particular alargando de seguida a todos os termos da sequéncia. Trata-se de encontrar uma
propriedade ou relagdo invariante, compreender a regularidade, e perceber que se aplica a um
contexto mais lato.

Varios autores tém identificado no ambito da generalizagdo diferentes niveis. Por exemplo,
Radford (2008) distingue entre generalizacdo aritmética e generaliza¢do algébrica, afirmando que,
apesar de haver generalizacdo em ambos os niveis, a generalizagdo algébrica permite atingir
resultados que ndo seriam possiveis de conseguir com a aritmética. Este tipo de generalizacdo
inicia-se com a identificacdo de uma regularidade local (R) em alguns membros da sequéncia (S), o

gue implica que exista um reconhecimento entre o que se mantém igual e o que é diferente. De
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seguida, estende-se a generalizacdo a todos os termos da sequéncia. Na fase final do processo de
generalizacdo R permitird deduzir expressdes para todos os elementos, que permitam o cdlculo
de qualquer termo da sequéncia. Também Stacey (1989) identifica dois tipos de generalizacdo:
generalizagdo préxima, quando se obtém o termo pretendido através da contagem ou do
desenho, utilizando uma estratégia recursiva; e a generalizacao distante quando nao é possivel a
utilizacdo de desenhos ou da contagem sendo necessario compreender a lei de formacdo de
sequéncia e gerar uma regra geral.

A capacidade de generalizar é desenvolvida primeiramente a partir de tarefas que
envolvam o estudo de padrdes. Mason (1996) considera que, para facilitar a generalizacdo, os
alunos deveriam ter a oportunidade de explorar padrdes recorrendo a visualizacdo e a
manipulacdo de figuras, sendo que esta atividade implica a observacdo do padrdo e a sua
descricdo, o que constitui uma abordagem relevante para a transicdo da aritmética para a
algebra. Van de Walle et al. (2010) consideram a exploracdo de padrdes figurativos de
crescimento (aos quais chamam de padrGes de crescimento fisicos) como um dos métodos mais
interessantes e de maior valor na procura de generalizagGes, entendendo que uma das formas de
o fazer é pedir que os alunos analisem um dos termos da sequéncia e encontrem uma estratégia
de contagem, sem recorrer a simples contagem um a um. Em geral, o trabalho com padr&es apoia
os alunos na procura de regularidades e relagbes e encoraja-os a generalizar, dando forma e
significado aos simbolos algébricos, o que contribui para a compreensao da Algebra no seu todo.

English e Warren (1998), tendo como base o trabalho desenvolvido com padr&es figurativos
de crescimento, como abordagem a Algebra, identificaram capacidades e processos que os alunos
devem desenvolver para melhorarem a capacidade de generalizar. Consideram como uma
capacidade fundamental a habilidade numérica, ja que vai permitir descobrir relacdes nos
padrées. ldentificam ainda como essencial, para o sucesso nesta abordagem com padrées, o
pensamento flexivel e articulado e a compreensido da equivaléncia. Verificaram que os alunos
com sucesso articulavam o pensamento de forma a facilitar as suas generalizagGes algébricas e
que a flexibilidade de pensamento era particularmente importante na transposicdo de um caso
especifico para a regra geral, sendo igualmente importante a nocdo de equivaléncia e o
reconhecimento de equivaléncia nas generalizagbes produzidas. Smith et al. (2007) também
identificam como importante esta flexibilidade de pensamento. Afirmam que no seu estudo, que
envolvia padrdes figurativos de crescimento lineares e ndo lineares, os alunos eram desafiados a
encontrar diferentes formas de ver, de descrever e de generalizar os padrdes apresentados. Isso

permitia que compreendessem que existem multiplas formas de pensar, encorajando a
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flexibilidade de pensamento, capacidade fundamental na resolucdo de futuros problemas da
mesma natureza.

Blanton e Kaput (2005) consideram ser necessaria a transformacdo de tarefas aritméticas
rotineiras em tarefas que requeiram pensamento algébrico. Trata-se pois da algebrizacdo de
problemas aritméticos de forma a criar oportunidades de introduzir o pensamento algébrico.
Kieran (2007) realca como fundamentais as questdes que o professor coloca na exploragdo das
tarefas tentando, através de sequéncias estruturadas de operacgdes, focar a atencdo dos alunos
em aspetos fulcrais da estrutura e da sua generalizacdo. Esta ideia é consistente com o que
Billings et al. (2007) consideram, ao referir que, na andlise de padrdes de crescimento figurativos,
o tipo de questées formuladas vai influenciar os alunos na forma como analisam e veem o padrao,
sendo que as mesmas vao proporcionar aos alunos pensar sobre as relagdes inerentes no mesmo.

Vale e Pimentel (2005) documentam que, do trabalho por elas desenvolvido centrado em
problemas com padrées, envolvendo a generalizacdo, tém verificado que a maioria dos alunos
opta por abordagens numéricas. Afirmam que, nestes casos, revelaram dificuldades na resolucdo
nado conseguindo generalizar ou chegaram a uma lei de formacao incorreta. Contudo, verificaram
também que os alunos que se socorrem de abordagens visuais ou mistas (numéricas e visuais)
obtiveram mais sucesso. Tendo em vista uma sensibiliza¢do para a descoberta de “regularidades,
propriedades e relagdes numéricas desenvolvendo o que é designado por sentido do nimero e
podendo ser facilitador para o estudo da algebra nos anos mais elementares” (p. 19), defendem
que estas tarefas que envolvem problemas com padrdes devem ser precedidas do

reconhecimento de padrdes de natureza variada.

A simbolizagdo

A simbolizacdo, a par da generalizacdo, tem um papel central no pensamento algébrico
(Kaput, et al. 2008). Para Ponte, Branco e Matos (2008) “raciocinar envolve sobretudo encadear
assercdes de forma ldgica e justificar esse encadeamento” (p. 1), sendo que na Algebra, esse
encadeamento é realizado através de simbolos que podem ser sinais ou letras do alfabeto.
Segundo Davis e Hersh (1995) os simbolos permitem designar ideias com rigor e clareza, tendo
também como funcdo a abreviatura dos mesmos. Consideram que essa clareza implica que o
significado de cada simbolo e de cada sequéncia de simbolos esteja completamente definido e

seja inequivoco.
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Tal como na Aritmética se pretende desenvolver o sentido de numero, Arcavi (2006)
propde para a Algebra o desenvolvimento do sentido de simbolo. Para este autor, o sentido de
simbolo é composto por seis caracteristicas: (1) familiarizagdo com os simbolos, que abrange a
sua compreensdo e um sentido estético do seu poder — quando e como os simbolos podem e
devem ser usados com o objetivo de exibir relacGes, generalidades e demonstragdes; (2)
capacidade de manipular e ler através de expressGes simbdlicas, como dois aspetos
complementares na resolucdo de problemas algébricos; (3) consciéncia que é possivel estabelecer
de forma precisa relagdes simbdlicas que exprimam a informacdo dada ou desejada; (4)
capacidade de selecionar uma representacao simbdlica e, caso seja necessario, refletir sobre ela
para a melhorar; (5) consciéncia da necessidade de rever o significado dos simbolos durante a
realizacdo da tarefa (aplicagdo de um procedimento, resolucdo de um problema ou verificagdo de
um resultado), comparando esses significados com a nossa intuicdo, com os resultados esperados
e com o contexto do problema; e (6) consciéncia de que os simbolos podem desempenhar papéis
distintos em contextos diferentes e desenvolver um sentido intuitivo dessas diferencgas. Este autor
considera que se podem formular tarefas para o desenvolvimento do sentido de simbolo na sala
de aula. A estruturagdo e a implementagdo destas tarefas em sala de aula apresentam-se como
um desafio interessante para aqueles que desenvolvem o curriculo, para que estas sejam
implementadas na Algebra desde os anos iniciais.

Para Kaput et al. (2008) a simbolizagdo ocorre em toda a atividade matematica desde uma
basica contagem até numa investigagdo matemdtica avan¢ada. Contudo, estes autores
distinguem trés tipos de atividade de simbolizagdo: (1) algébrica; (2) quase-algébrica; e (3) nado
algébrica. Uma atividade de simbolizagdo é considerada algébrica quando a “simboliza¢do esta ao
servico da expressdo de generalizagdes ou raciocinio sistematico com generalizagdes simbodlicas,
usando sistemas de simbolos algébricos convencionais” (p. 49). Uma atividade de simbolizagdo é
guase-algébrica quando tem as caracteristicas definidas anteriormente mas usa qualquer tipo de
simbolos: tradicional, aritmético, informal ou idiossincratico. Por sua vez, uma simboliza¢do é
considerada ndo algébrica quando ndo é usada ao servico da generalizacdo e do raciocinio com
generalizagoes.

Sendo as varidveis uma ferramenta essencial para expressar generalizagées (English &
Warren, 1998; Schoenfeld & Arcavi, 1988) é fundamental que os alunos compreendam o conceito
de varidvel para terem sucesso em Algebra. “A compreensdo do conceito (de variavel) fornece a
base para a transicdo da aritmética para a algebra e é necessaria para um uso significativo em

toda a matematica avangada” (Schoenfeld & Arcavi, 1988, p. 150). Contudo, este conceito é dificil
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de descrever sendo usado de diferentes formas conforme o contexto, o que dificulta a sua
compreensdo por parte dos alunos (Schoenfeld & Arcavi, 1988). Usiskin (1988) considera que
estas diferentes formas de utilizacdo do conceito de varidvel estao relacionadas com as diferentes
concecdes da Algebra. Assim, apresenta quatro perspetivas para a Algebra: Algebra como
aritmética generalizada, sendo a variavel entendida como um padrdo generalizado; Algebra como
o estudo de procedimentos para resolver certo tipo de problemas surgindo a varidvel como
incégnita; Algebra como estudo de relacdes entre quantidades em que a varidvel se apresenta
como um argumento ou pardmetro; e Algebra como o estudo de estruturas, em que a variavel se
apresenta como um objeto arbitrario. E por isso fundamental que numa abordagem inicial ao
pensamento algébrico, suceda um salto conceptual do trabalho com nimeros para pensar com
variaveis. English e Warren (1998) relatam que os alunos sentem mais facilidade em expressar
uma generalizacdo verbalmente do que simbolicamente. Trigueros e Ursini (2003) consideram
que “o desenvolvimento da linguagem algébrica e a sua utilizacdo requer o desenvolvimento do
conceito de varidvel como um Unico conceito multifacetado que inclui diferentes aspetos” (p. 1).
Estas autoras foram mais longe e propuseram uma categorizacdo para o conceito de variavel,
apresentando as seguintes categorias (tabela 1): varidvel como incégnita; varidvel como nimero

generalizado; e varidvel em relagdes funcionais.

Tabela 1 - Categorizacéo para o conceito de varidvel (Trigueros & Ursini, 2003)

Variavel

Conceptualizagdo e
representacao

Interpretacao dos
simbolos

Manipulagdo

Como incognita

De uma incégnita numa
situacdo particular e/ou
numa equagao.

Como incognita
especifica numa
equagao.

Fator, simplificacdo,
expansao, transpor ou
equilibrar numa equacgao.

Como numero
generalizado

De um numero generalizado
envolvido em métodos gerais
ou regras deduzidas de
padrdes numéricos e/ou
geométricos e/ou familias de
problemas similares.

Como generalizacao
em expressodes
algébricas ou em
expressoes de métodos
gerais

Fator, simplificacao e
expansao para rearranjar
expressoes

Em relagGes
funcionais

De relagées funcionais
(correspondéncia e variagdo)
através de tabelas, graficos
ou representagdes analiticas.

Representando
correspondéncia e
variagdo conjunta em
representacdes
analiticas, tabelas e
graficos

Fator, simplificacdo, expansao
para rearranjar uma
expressdo, substituir valores
para determinar intervalos de
variacdo, valores maximo/
minimo e comportamentos
globais das relacdes.

Ponte et al. (2008) entendem que a aprendizagem da Algebra deve visar a compreensio

dos seus conceitos fundamentais, incidindo no desenvolvimento do pensamento algébrico, de

forma a que os raciocinios formulados pelos alunos sejam cada vez mais abstratos e complexos.
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Para isso, torna-se fundamental continuar a valorizar a simbolizagdo mas deve-se procurar que a
sua apropriacao se realize “em contextos de trabalho significativos, quer de cunho matematico
(estudo de relagGes e regularidades), quer relativo a situacdes extra-matematicas (modelagdo e
variacdo)” (p. 95). Para Pereira e Saraiva (2010):

A aprendizagem da Algebra envolve saber trabalhar com os simbolos, mas de forma significativa —
um processo que nao é facil nem é linear. Recordem-se, por exemplo, as dificuldades reveladas por
muitos alunos quando tentam dar sentido a uma expressdo algébrica, ou a uma letra nessa
expressao, ou quando atribuem significados concretos as letras, ao transitarem da linguagem natural
para a algébrica, ou quando tentam escrever simbolicamente uma generalizagdo (p. 28)

Van de Walle et al. (2010) entende que o facto de os alunos ndo possuirem uma forte
compreensdo dos simbolos que utilizam pode contribuir para o insucesso destes na Algebra.
Considera ainda que os alunos ndo conseguem compreender nem utilizar os simbolos de forma
correta em questdes da vida real sem uma instrucao significativa em dois tépicos importantes: o
sinal igual e as variaveis.

Sdo vdrios os autores que reconhecem o potencial da exploracdo de padrdes no
desenvolvimento do sentido de simbolo. Radford (2006) sugere a exploragdo de padrdes como
atividade introdutéria ao simbolismo algébrico e Vale (2011), baseando-se em varios estudos ja
realizados, afirma que as tarefas com padrdes tém-se “revelado potenciadoras no
desenvolvimento de capacidades de generalizar e em promover o pensamento algébrico e, em
particular, o simbolismo que Ihes estd associado” (p. 186). Por sua vez, Beigie (2011), tendo em
conta que a transi¢cdo entre os numeros (aritmética) e as varidveis (algebra) envolve um processo
de abstragdo, considera que os padrdes algébricos que englobem contagens em contextos visuais
(neste estudo considerados padrdes figurativos de crescimento) proporcionam as condi¢coes
ideais para se dar o salto do trabalho com os numeros para as varidveis, atribuindo mais

facilmente significado aos simbolos utilizados.

O pensamento algébrico no Curriculo

A evolugdo da Algebra e a consciencializagdo da sua importancia na Matematica escolar,
sustentam a inclusdo do desenvolvimento do pensamento algébrico no curriculo de Matematica
desde os primeiros anos de escolaridade (Kaput, 1999).

O Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico (ME-DGIDC, 2007) seguiu esta tendéncia
incluindo a Algebra como tema programatico no 2.2 e 3.2 ciclos desta etapa educativa. No 1.2
ciclo, apesar de n3o se encontrar uma referéncia explicita a Algebra, existe j4 uma tentativa de
iniciacdo ao pensamento algébrico, que o referido documento considera um dos eixos

fundamentais em torno do qual se desenvolve a aprendizagem da Matematica. As orientagdes
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emanadas por este documento reforgam algumas linhas de mudanca ao nivel da Algebra,
relativamente ao Programa de Matemadtica até entdo em vigor:

A alteragdo mais significativa em relagdo ao programa anterior é o estabelecimento de um percurso
de aprendizagem prévio no 1.2 e 2.2 ciclos que possibilite um maior sucesso na aprendizagem
posterior, com a consideracdo da Algebra como forma de pensamento matemaético, desde os
primeiros anos. (ME-DGIDC, 2007, p. 7)

Como ja se referiu, apesar de a Algebra n3o estar identificada como tema especifico no 1.2
ciclo, encontram-se referéncias claras ao desenvolvimento do pensamento algébrico, neste nivel,
procurando-se que exista uma continuidade no 2.2 ciclo:

Os alunos do 1.2 ciclo desenvolvem o pensamento algébrico quando, por exemplo, investigam
sequéncias numéricas e padrées geométricos. No 2.2 ciclo, ampliam e aprofundam esse trabalho,
explorando padrdes, determinando termos de uma sequéncia a partir da sua lei de formagdo e uma
lei de formagdo pelo estudo da relagdo entre termos. Os alunos desenvolvem igualmente a
capacidade de identificar relagcdes e de usar a linguagem simbdlica para as descrever, e comegam a
expressar relagdes matemadticas através de igualdades e desigualdades. (ME-DGIDC, 2007, p. 40).

E de salientar a importancia dada pelo Programa de Matematica do Ensino Bésico (ME-
DGIDC, 2007) ao pensamento algébrico, ja que o propdsito principal de ensino do tema Algebra,
em particular, no 2.2 ciclo é “desenvolver nos alunos o pensamento algébrico, bem como a sua
capacidade de representar simbolicamente situagdes matemadticas e ndo matematicas e de
resolver problemas em contextos diversos” (p. 40). Verifica-se, ao nivel das indica¢Ges
metodoldgicas, a preocupagdo em que desenvolva um trabalho de investiga¢cdo de regularidades
assim como a generalizagao das propriedades das operagdes aritméticas para o desenvolvimento
do pensamento algébrico (ME-DGIDC, 2007). Ao analisar os objetivos especificos do Programa
(ME-DGIDC, 2007), neste ambito, constata-se que existe uma énfase no trabalho com sequéncias
e regularidades:

Identificar e dar exemplos de sequéncias e regularidades numéricas e ndo numéricas; Determinar o
termo seguinte (ou o anterior) a um dado termo e ampliar uma sequéncia numérica, conhecida a sua
lei de formagdo; Determinar termos de ordens variadas de uma sequéncia, sendo conhecida a sua lei
de formacgdo; Analisar as relagGes entre os termos de uma sequéncia e indicar uma lei de formacgao,
utilizando a linguagem natural e simbdlica; Representar simbolicamente relagdes descritas em
linguagem natural e reciprocamente; Interpretar diferentes representacdes de uma relacdo e
relaciona-las. (p. 41)

Ao nivel das orientagGes curriculares internacionais, o documento Principios e Normas para
a Matemdtica Escolar (NCTM, 2007), uma referéncia importante na matematica educacional,
reconhece a importancia da Algebra no curriculo de Matemética, considerando-a um tema
unificador do mesmo, e defende que a competéncia algébrica é importante ao longo da vida. Por
isso, é considerado que “todos os alunos deveriam aprender algebra” (p. 39), apelando a
introducao da mesma desde os primeiros anos de escolaridade. Verifica-se que sdo apresentados

quatro tépicos fundamentais na Norma Algebra:
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Os programas do ensino do pré-escolar ao 12.2 ano deverdo habilitar todos os alunos para:
Compreender padrdes, relagbes e funcgGes; Representar e analisar situagGes e estruturas
matematicas usando simbolos algébricos; Usar modelos matematicos para representar e
compreender relagdes quantitativas; Analisar a variacdo em diversos contextos. (NCTM, 2007, p. 39)

Ao analisar as “Normas” do NCTM do 6.2 ao 8.2 ano, verifica-se que é dada significativa
énfase a Algebra. Os quatro aspetos descritos anteriormente surgem desenvolvidos de forma
especifica para estes niveis, conforme se mostra na tabela 2:

Tabela 2 — Objetivos para os niveis 6-8 no &mbito da Algebra (NCTM, 2007)

Representar, analisar e generalizar uma diversidade de padrées
usando tabelas, graficos, palavras e, quando possivel, regras

~ " simbdlicas.
Compreender padrdes, relagdes e . . ~
funces: Relacionar e comparar diferentes formas de representacdo de uma
coes; relacdo.

Identificar fungGes como sendo lineares ou nao lineares e comparar
as suas propriedades através de tabelas, graficos ou equagdes.

Desenvolver uma compreensdo conceptual inicial das diferentes
aplicagdes das variaveis.

Explorar relagdes entre expressdes simbdlicas e graficos de linhas,
prestando especial ateng¢do ao significado de intersecgao e declive.
Usar algebra simbdlica para representar situacdes e resolver
problemas especialmente aqueles que envolvem relagdes lineares.
Reconhecer e produzir formas equivalentes para expressoes
algébricas simples e resolver equacgGes lineares.

Representar e analisar situacdes e
estruturas matematicas usando
simbolos algébricos;

Usar modelos matematicos para
representar e compreender
relagbes quantitativas;

Modelar e resolver problemas contextualizados usando varias
representagdes como graficos, tabelas e equacgdes.

Analisar a variagao em diversos Usar graficos para analisar a natureza das variagdes nas relagGes
contextos lineares.

Verifica-se assim a importancia e expressao curricular do pensamento algébrico nos
curriculos de Matemdtica. Este facto comprova que a competéncia em Algebra é fundamental,
ndo s6 na Matemadtica mas no dia a dia, ja que, segundo Ponte (2006), quem ndo tiver uma
capacidade razoavel de trabalhar com nimeros e operagdes e de entender a linguagem abstrata
da Algebra, fica seriamente limitado nas suas opcdes escolares, profissionais e no exercicio da

cidadania democrética.

Contributo da visualizagao para o desenvolvimento do pensamento algébrico

A visualizacao e as representagoes visuais

A forma como as ideias matematicas sdo representadas é fundamental para o modo como
se compreende e utiliza essas mesmas ideias. O papel das representa¢des tem vindo a ser

valorizado na aprendizagem da Matematica, tendo mesmo sido destacada pelo NCTM uma
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“Norma” intitulada Representacdo (NCTM, 2007), considerada como um importante processo
matemadtico. Segundo este documento “o termo representacao refere-se tanto ao processo como
ao resultado — por outras palavras, a aquisicdo de um conceito ou de uma relacdo matematica
expressa numa determinada forma e a forma, em si mesma” (p. 75), sendo que a sua utilizacao,
pelos alunos, podera ajudar a tornar as ideias matemadticas mais concretas e acessiveis a reflexao.

Vale (2009), baseando-se em varios autores (e.g. Behr, Harel, Post & Lesh 1992; Lesh, Post
& Beher, 1987; Tripathi, 2008) distingue as representacdes em cinco categorias que se evidenciam
durante a aprendizagem matematica: contextual (situagdes da vida real); concreto (manipulavel);
semi-concreto (pictorial); verbal (linguagem); simbdlico (notacdo). “Cada uma das representagdes
é uma manifestacdo de um aspeto do conceito e envolve diferentes niveis cognitivos que
devemos alimentar nos alunos” (p. 43). Considera, assim, que as representacGes ndo sdo
estaticas, tendo sido alargadas pela introducdo da tecnologia na sala de aula. Por isso, serd mais
apropriado fazer uma reclassificagdo das representagcdes semi-concretas e concretas em
representacgdes visuais. Outro autor que reconhece a utilizacdo de uma ampla variedade de
representacbes visuais em Matematica é Dreyfus (1991), identificando: pictoriais, que
representam diretamente objetos; simbdlicas, quando representa a situagao matematica de uma
forma simbodlica; estdticas; e dinamicas, ja que transmitem a ideia de uma transformacdo ativa.
Este autor considera que o mesmo objeto matematico pode ter diferentes formas em diferentes
visualizagdes.

Por sua vez, Vale (2009) faz referéncias as representagées mentais, entendendo que
representam esquemas internos utilizados para interagir com o mundo exterior. Esta autora
considera que, uma das formas pela qual uma representagdo mental pode surgir é através da
visualizacdo. Defende ainda que, em contexto matemadtico, a representacdo de um conceito é a
criacdo de uma imagem do mesmo. Tendo em conta que uma representacdo matematica, muitas
das vezes, apenas representa um dos aspetos do conceito matematico, é essencial o uso de
multiplas representacdes para a compreensdo do mesmo. Assim, para se ter sucesso em
matematica, serd importante ter varias representa¢cdes mentais dos conceitos, representacoes
essas que devem ser ricas, ou seja, que contenham variados aspetos do conceito em conexao.

Atualmente verifica-se que a visualizacado esta a adquirir um papel central na aprendizagem
de Matematica e no fazer matematica, deixando de estar conotada com um fim meramente
ilustrativo, para passar a ser reconhecida como uma componente chave do raciocinio, da

resolugdo de problemas e da demonstragao (Arcavi, 2003). No entanto, o termo visualizacdo tem
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sido utilizado na literatura de diferentes formas e com diferentes significados, tornando
necessaria a sua clarificagdo. Para Arcavi (2003) a visualizacdo é:

A capacidade, o processo e o produto da criagdo, interpretacdo, uso e reflexdo sobre desenhos,
imagens, nas nossas mentes, no papel ou com ferramentas informaticas, com o propdsito de
descrever e comunicar informagdo, pensar sobre, de prever ideias desconhecidas e compreensdes
avancgadas. (p.217)

Zazkis, Dubinsky e Dautermann (1996) definiram visualizacgdo como uma ag¢do que
estabelece uma relagdo entre uma construcdo interna e algo a que se acede pelos sentidos. Esta
relacdo pode ser estabelecida em dois sentidos. Por um lado, ser uma construcdo mental que se
associa a objetos ou fendmenos percebidos externamente, ou ser uma construgdo de objetos ou
fendmenos que se identificam com objetos ou processos da mente, usando para isso um meio
externo. Ha nestas duas definicGes uma associacdo da visualizagdo a um processo bidirecional
entre a compreensao e 0 meio externo.

Presmeg (1986) faz referéncia a existéncia de imagens visuais, que considera ser um quadro
mental que possui informacdo visual ou espacial. Entende existirem pessoas que sdo
“visualizadores” na medida em que preferem usar métodos visuais na procura de solucbes para
problemas matematicos os quais poderiam ser resolvidos quer através de estratégias visuais quer
utilizando estratégias ndo visuais. Prop0s, ainda, uma classificagdao para imagens mentais em cinco
tipos: Imagem concreta (imagens na mente), imagem de padrdo (relagdo representada num
esquema visual-espacial), imagem da memdria de férmulas, imagem cinestética (imagem que
envolve atividade fisica), imagem dinamica.

No que se refere a percecdo visual, ou seja, ao modo como o mundo fisico pode ser visto e
apreendido, Duval (1998) considera que existem diferentes formas de ver uma figura/objeto.
Sugere neste ambito o reconhecimento através da apreensdo percetual e da apreensdo
discursiva. Quando a figura é vista como uma simples forma, como um todo, trata-se de uma
apreensdo percetual, quando a figura é vista como a constituicdo de varias subconfiguragdes,
esta-se perante uma apreensdo discursiva. Por isso, é fundamental distinguir entre a forma
icénica de ver as figuras e a interpretagao matematica que se faz das mesmas.

Na literatura, tém também sido discutidas limitagdes e dificuldades ao nivel da visualiza¢do
em contexto educativo. Arcavi (2003) propde uma classificacdo das dificuldades que envolvem a
visualizagdao em sala de aula, apresentando trés categorias: culturais, cognitivas e sociolégicas. As
dificuldades culturais estdo relacionadas com o fato de nao existir uma incorporagdo e valorizacao
da visualizagdo como parte integrante da atividade matematica. As dificuldades cognitivas

relacionam-se com o facto de o pensamento visual facilitar ou tornar mais complexa a

21



compreensdo de conceitos. As dificuldades socioldgicas prendem-se com as questdes de ensino,
podendo ser considerado mais dificil ensinar recorrendo a estratégias visuais, ja que para muitos
professores as representacdes analiticas sdao mais eficientes do que as visuais, privilegiando as
primeiras.

Vale (2009) considera que, como forma de ultrapassar algumas das dificuldades dos alunos
com as representacdes, o ensino deveria:

promover uma articulacdo entre as diferentes representagGes de modo a tornar os estudantes mais
flexiveis e criativos e a promover uma melhor compreensdo dos conceitos. Algumas das estratégias
que os professores podem adotar para fomentar as representagdes visuais nos seus alunos podem
passar por leva-los a exprimir o que veem através de outras formas de representa¢do, como sejam,
descrever padrdes em tabelas utilizando expressdes numéricas adequadas. (p. 50).

Esta autora refere ainda que, sendo implementadas estas estratégias, com o decorrer do
tempo, os alunos passarao a utilizar as representacdes visuais, independentemente de ser pedido

ou apresentado, tornando-se ferramentas Uteis na resolucao de problemas.

Relagao entre a visualizacao e a capacidade de generalizar

Rivera e Becker (2008) afirmam que, em tarefas que envolvam padrdes figurativos, a
percec¢do visual é uma das capacidades mais importantes, sendo caracterizada pelo ato de ver e
distinguida entre sensorial ou cognitiva. A perce¢do sensorial permite ver um objeto apenas como
um objeto em si mesmo, enquanto que a percec¢do cognitiva vai além do sensorial, possibilitando
o reconhecimento de factos ou propriedades relacionadas com o objeto. Aplicando estes factos
ao contexto dos padrdes figurativos/visuais, pode afirmar-se que quando os alunos interpretam
as figuras de uma sequéncia como meros objetos estdo a percecionar de forma sensorial,
enquanto que quando sdo capazes de reconhecer relagdes nas figuras, compreendendo a
estrutura do padrdo, e que juntas originam a sequéncia, manifestam percecdo cognitiva.

Quando Duval (1998) afirma que existem diferentes modos de ver uma figura esta a referir-
se a percec¢do cognitiva da mesma. A mudancga da apreensdo percetual, ou seja a observagdo dos
objetos como um todo, para a apreensdo discursiva, ou seja a observagao dos objetos por partes,
é indicadora de uma modificagdo na percec¢do cognitiva da figura (Rivera & Becker, 2008).

Para Vale et al. (2011a), ver de formas diferentes pode ajudar os alunos de niveis
elementares a fazer generalizagbes que sé poderiam concretizar com uma matemadtica mais
desenvolvida. Os mesmos autores defendem que é primordial que os alunos compreendam a
relevancia da disposi¢do visual na descoberta de estratégias de calculo mais simples e intuitivas,

sendo as tarefas em contextos figurativos um bom ponto de partida para o pensamento algébrico
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baseado na generalizacdo de padrdes. Barbosa (2011), no ambito de um estudo centrado na
resolucdo de problemas que envolvia a explora¢do de padrdes em contextos visuais, com alunos
do 6.2 ano, refere a importancia das tarefas que permitem a aplicacdo de estratégias de
generalizacdo diferentes, de forma a que os alunos compreendam o potencial das estratégias
visuais e consigam criar relacdes entre o contexto visual e o numérico. Assim, verifica-se que o
desenvolvimento do pensamento algébrico pode ser favorecido pela utilizacdo de tarefas em
contextos figurativos (Billings, et al. 2007; Vale, et al., 2011a), podendo os alunos recorrer a
visualizacdo para facilitar a generalizacdo (Mason, 1996). Para Beigie (2011) o contexto figurativo,
nomeadamente o trabalho com padrbes geométricos (neste estudo considerados padrdes
figurativos de crescimento), desempenha um papel fundamental na descoberta de expressdes
algébricas, na medida em que proporcionam um ambiente ideal para fazer o salto abstrato de
nameros para variaveis. Friel e Markworth (2009), tendo em conta a crescente énfase no
pensamento algébrico, consideram ser necessdria uma valorizacdo do raciocinio visual, que
combinado com uma andlise de padrées geométricos (padrdes figurativos de crescimento)
permitira um desenvolvimento consistente do pensamento algébrico dos alunos.

Rivera e Becker (2008) também defendem que a investigagdo em padrGes e generalizagdo
demonstra que, ao observar um mesmo padrdo, existe uma tendéncia para este ser visto de
diferentes formas pelos observadores, o que leva a produgdo de diferentes generalizages. Os
mesmos autores, através de estudos efetuados com alunos com idades compreendidas entre os
11 e os 14 anos, concluiram que aqueles que generalizam numericamente sem um forte suporte
visual tém dificuldade em dar significado as expressdes geradas. Vale et al. (2011a) consideram
que a falta de experiéncias com padrdes em contextos figurativos pode levar a dificuldades na
transicdo da aritmética para a algebra.

Lannin (2005) realizou um estudo com alunos do 6.2 ano, em que pretendia compreender
as estratégias de generalizacdo desenvolvidas pelos participantes e as suas justificacOes,
utilizando tarefas com padrées. Este autor refere que, durante as discussdes, e de uma forma
geral, os alunos foram capazes de apresentar generalizacdes adequadas e justificar a utilizagdo de
exemplos genéricos, tendo verificado que aqueles que utilizaram esquemas visuais (contextos
figurativos) foram mais bem-sucedidos em apresentar argumentos validos para as suas
justificacoes.

Rivera e Becker (2008) identificam diferentes formas de generalizar com padrdes lineares
figurativos: generalizagdo construtiva e desconstrutiva. A generalizacdao construtiva (figura 1) é

induzida como o resultado de partes ndo sobrepostas que formam a figura inicial, podendo ser
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uma forma construtiva linear padronizada ou uma forma construtiva linear ndo padronizada.
Quando os alunos observam a figura, vendo a sobreposicdo de subconfiguraces, sendo
necessario um processo de subtracdo das partes sobrepostas, tem-se um caso de generalizacao
desconstrutiva (figura 2). Varios estudos tém evidenciado que os alunos apresentam maior
tendéncia para utilizar generalizacdes de tipo construtivo do que de tipo desconstrutivo, ja que

esta ultima envolve um nivel cognitivo superior no que refere a visualizagdo (Barbosa, 2010;

U

L J
4 4+ (1)3 442(3)

Rivera & Becker, 2008; Taplin, 1995).

Figura 1. Generalizagdo construtiva de um padréo figurativo (Rivera & Becker, 2008)
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Figura 2. Generalizagdo desconstrutiva de um padrdo figurativo (Rivera & Becker, 2008)

Para generalizar um padrdo é necessario usar um modo de ag¢do, ou seja, aplicar uma
estratégia. Estas podem ser de natureza diversificada. Presmeg (1986) considera uma estratégia
visual quando as imagens criadas sdo fundamentais para encontrar a solugcdo do problema,
podendo recorrer ou ndo a diagramas, mesmo que sejam utilizadas outras estratégias, por
exemplo de natureza algébrica. Garcia-Cruz e Martindn (1997), baseando-se em Presmeg,
consideram como estratégias visuais aquelas em que o desenho desempenha um papel crucial no
processo de abstracdo. Identificam, também, as estratégias numéricas como sendo aquelas em
que o papel principal no processo da abstracdo é desempenhado por uma sequéncia numérica.
Neste estudo, e tendo em conta que este conceito foi ja utilizado por Vale e Pimentel (2005), usa-
se, também, a categorizacdo de estratégias mistas quando as estratégias utilizadas pelos alunos
evidenciam o recurso as imagens apresentadas/criadas, mas numa perspetiva de facilitacdo do
calculo.

Rivera e Becker (2005) num estudo realizado com alunos do 9.2 ano verificaram que
aqueles que generalizavam de uma forma numérica, desenvolviam a generalizacdo sem
valorizarem o contexto figurativo e baseando-se nos valores numéricos ja conhecidos ou
calculados. Os alunos que generalizavam de modo figurativo percebiam as relacdes existentes
propostas pelo contexto figurativo, apresentando mais sucesso nas suas justificacdes. As regras

elaboradas eram uma clara indicacdo da interpretagdo das figuras, sendo que as generalizagGes

24



desenvolvidas expressavam o modo de construgdo da sequéncia, realgando o que se mantinha
uniforme e invariante. Constataram que “aqueles que generalizavam de forma figurativa
entenderam claramente o papel desempenhado pelos simbolos para expressar relagdes
generalizadas em termos explicitos” (p. 201). Becker e Rivera (2005) num outro estudo realizado
com alunos do 9.2 ano identificaram, para além da generalizacdo numérica e figurativa, também a
pragmatica. Verificaram que os alunos que empregavam a generalizacdo numérica usavam a
tentativa e o erro sem saberem o que representavam os coeficientes no padrao linear. Os alunos
qgue utilizavam a generalizacdo figurativa centravam-se nas relacdes entre os numeros na
sequéncia linear. Os alunos que utilizavam a generalizacdo pragmatica recorriam aos dois tipos de
estratégias, numéricas e figurativas, sendo capazes de ver nas sequéncias propriedades e

relagbes.

Estratégias de generalizagdo

Sdo varios os estudos realizados com o objetivo de analisar e desenvolver as estratégias
evidenciadas pelos alunos na generalizacdo com recurso a padrdes. Estes estudos sdo diferentes
guanto ao contexto de trabalho, podendo ser numérico ou visual, quanto ao tipo de padrdo
utilizado, de repeticdo e de crescimento, assim como quanto aos participantes que vdo desde
anos elementares a professores em formacgdo (Barbosa, 2010; Lannin, 2005; Lannin, Barker, &
Townsend, 2006; Sasman, Olivier, & Linchevski, 1999; Stacey, 1989).

Stacey (1989), num estudo efetuado com alunos entre 0s 9 e os 13 anos, utilizando padrdes
de crescimento, identificou quatro estratégias de generalizagdo utilizadas pelos participantes: (1)
contagem, em que o termo da sequéncia solicitado se obtinham contando os elementos
existentes no respetivo desenho; (2) diferenga, na qual os alunos determinavam a diferencga entre
termos consecutivos e, para generalizar, utilizavam multiplos dessa diferenca; (3) objeto inteiro
em que usavam como unidade um dos termos da sequéncia e generalizavam, efetuando multiplos
desse termo, tendo por base um raciocinio de proporcionalidade direta; e (4) linear, estratégia em
gue utilizavam um modelo linear para encontrar a solugao, ou seja, uma expressao polinomial de
1.2 grau, identificando operacgGes aritméticas a usar, reconhecendo a importancia da sua ordem.

Sasman et al. (1999) realizaram um estudo com alunos do 8.2 ano, com base em tarefas de
generalizacdo em contextos diferentes, numérico e figurativo. Quatro das tarefas eram
puramente numeéricas, apresentadas sob a forma de tabelas, e as restantes tinham um suporte

figurativo. Neste estudo, identificaram varias estratégias de generalizacdo, nomeadamente: (1)
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recursiva, quando os alunos se concentravam na diferenca; (2) multiplicagdo proporcional,
referente a utilizacdo do raciocinio de proporcionalidade direta, mas, muitas vezes, aplicada de
forma errada; (3) decomposicdo do valor da variavel independente, de forma a tentar obter o
termo pretendido através da adicdo do valor dos varios termos resultantes da decomposicao,
sendo representado por f(n) = f(a) + f(b) + f(c) onde a + b + ¢ = n; (4) método da diferenca, em que
os alunos encontravam a diferenca entre termos consecutivos e faziam a sua multiplicacdo; (5)
recursiva alargada, em que adaptavam a recursdao para uma estratégia viavel na procura de
valores mais distantes, sendo representada por f(n) = (n — k)d + f(k), onde d é a diferenga entre
termos consecutivos; e (6) regra da fungdo, em que os alunos procuravam uma regra explicita que
traduzisse a fungao.

Lannin (2005) desenvolveu um estudo com 25 alunos do 6.2 ano, para compreender as
estratégias de generalizacdo por eles desenvolvidas e as suas justificacOes, recorrendo a tarefas
com padrdes. Neste estudo, e tendo por base investigacdes anteriores (English & Warren, 1998;
Healy & Hoyles, 1999; Stacey, 1989; Swafford & Langrall, 2000), organizou as estratégias de
generalizacdo em explicitas e ndo explicitas. Na primeira categoria, incluiu estratégias que
permitiam o calculo direto de um valor da varidavel dependente, sendo dado o valor da varidvel
independente, nas ndo explicitas, agrupou estratégias que ndo envolviam esse calculo. Dentro das
estratégias explicitas distinguiu as subcategorias: (1) objeto inteiro, em que se recorria a
proporcionalidade direta, utilizando-se uma parte da sequéncia como unidade que era
multiplicada para obter uma unidade maior (e.g. 3 magds custam 8 euros, 9 macgds custam 24
euros); (2) tentativa e erro, quando o aluno tentava adivinhar uma regra sem ter em conta a razado
pela qual poderia funcionar; e (3) contextual, se o aluno construisse uma regra relacionando-a
com técnicas de contagem baseadas na andlise da construcdo do padrdo apresentado. Para as
estratégias ndo explicitas apresentou duas subcategorias: (1) contagem, em que o aluno
continuava a sequéncia e efetuava a contagem dos elementos no desenho, e (2) recursiva,
guando o aluno se baseava em termos anteriores para descobrir o termo seguinte.

Lannin et al. (2006) estudaram as estratégias de generalizagdo algébrica utilizadas por
alunos do 5.2 ano e os fatores que as poderiam influenciar. Identificaram quatro estratégias de
generalizagdo: (1) explicita, quando o aluno construia uma regra que permitia o célculo imediato
de qualquer termo da sequéncia, dada a sua ordem; (2) objeto-inteiro, quando o aluno usava uma
parte da sequéncia como unidade, construindo outro termo a partir desse, usando multiplos
dessa unidade, o que poderia levar a uma generalizagdo errada pois, muitas vezes, era necessario

efetuar um ajuste; (3) segmentacgdo (chunking) em que o aluno recorria a um raciocinio recursivo,
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escolhendo um termo da sequéncia ja conhecido, e obtinha o novo termo, adicionando ao
conhecido o multiplo da diferenga entre termos consecutivos; (4) recursiva, quando o aluno
descrevia a relacdo entre termos consecutivos da variavel independente, recorrendo a um
raciocinio recursivo.

Barbosa (2011), partindo da andlise de categorias apresentadas por alguns investigadores
(Lannin et al, 2006; Orton, 1999; Rivera & Becker, 2008; Stacey, 1989), propds uma categorizacdo
das estratégias de generalizacdo tendo por base uma investigacdo realizada com alunos do 6.2
ano, no ambito da exploracdao de padrdoes em contextos figurativos. Identificou, a partir deste
trabalho, as seguintes categorias: (1) contagem, quando era desenhada uma figura e contados os
seus elementos; (2) termo unidade, ao considerar um termo da sequéncia como unidade, usando
multiplos da mesma. Esta estratégia poderia ser aplicada sem ajuste, com ajuste numérico ou
com ajuste contextual; (3) diferenca, onde se identificou a subcategoria recursiva (continuar a
sequéncia com base na diferenca entre termos consecutivos), e a subcategoria multiplo da
diferenca (usar a diferenca entre os termos consecutivos como fator multiplicativo), a qual
poderia ser sem ajuste ou com ajuste; (4) explicita, se os alunos descobrissem uma regra com
base no contexto do problema; e (5) tentativa e erro, se tentassem adivinhar a regra fazendo
sucessivas tentativas. Aquando do seu estudo, esta autora concluiu que as estratégias de
generalizagdo mais utilizadas foram a contagem, quando se tratava de situagdes de generalizagao
préxima, e a explicita, em casos de generalizagdo distante. Contudo, Orton e Orton (1999)
referem que os alunos tém maior tendéncia para generalizar recursivamente do que recorrendo a

uma relagdo entre as varidveis dependente e independente.

Dificuldades e fatores que influenciam a generaliza¢do

Na literatura sdao identificados alguns fatores que podem influenciar a escolha das
estratégias de generalizagdo, independentemente da sua adequacdo. Barbosa (2010) refere a
ordem de grandeza dos valores propostos nas tarefas, que podem condicionar o tipo de
estratégia usada, tratando-se de uma generalizacdo préxima ou distante. Destaca também as
caracteristicas dos numeros atribuidos as varidveis, que podem motivar a utilizacdo de um
raciocinio proporcional. Lannin et al. (2006) identificaram trés categorias de fatores neste ambito:
fatores sociais, fatores cognitivos e fatores relacionados com a estrutura da tarefa. Os fatores
sociais advém das interagGes e influéncias dos colegas e do professor. Os fatores cognitivos dizem
respeito as estruturas mentais do aluno. Estas podem assimilar novo conhecimento a estrutura

existente ou acomodar a estrutura mental para se adaptar ao novo conhecimento. Em relagao ao
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pensamento algébrico, as estruturas cognitivas envolvem o conhecimento prévio das operacgées
matematicas, as estratégias utilizadas noutras tarefas e a capacidade de visualizar a estrutura do
padrdo, em relacdo ao modelo matemadtico criado. Os fatores referentes a estrutura da tarefa
relacionam-se com a sua natureza e os valores utilizados. Estes autores referem ainda que, no
estudo que efetuaram, verificaram que, dentro da estrutura da tarefa, a capacidade de
visualizacao de uma situacdo algébrica também influenciou a escolha da estratégia por parte dos
alunos. Tarefas em que o aluno consiga facilmente observar a mudanca entre termos leva a
utilizacdo de uma estratégia recursiva. A representacao visual também pode ajudar os alunos a
utilizar a estratégia explicita. Estas representac¢des visuais estdo diretamente ligadas com as
estratégias de contagem utilizadas pelos alunos. Concluiram que algumas tarefas facilitam o
reconhecimento de certas relagbes que levam a utilizacdo de estratégias de generalizagdo
particulares. Assim, algumas tarefas promovem o uso do raciocinio recursivo, enquanto outras
podem incentivar a utilizacdo de um raciocinio explicito. Verificaram que, quando os valores
apresentados sdao préximos, independentemente do tipo de tarefa e da representacao visual da
situacdo, os alunos geralmente utilizam regras baseadas no raciocinio recursivo. Normalmente, os
alunos que se baseiam na visualizagao da situagao revelam compreensao da relagdo entre a regra
elaborada e o contexto apresentado, enquanto que os alunos que se baseiam no contexto
numeérico revelam pouca nogdo dessa relagdo. Quando os valores apresentados sdao multiplos dos
valores conhecidos da sequéncia, existe uma tendéncia para a aplicagdo desadequada da
estratégia objeto-inteiro em padrdes lineares crescentes e da segmentagdo em padrdes lineares
decrescentes. Referem ainda ter verificado que alunos com dificuldades de visualizagao aplicam
de forma incorreta a estratégia objeto-inteiro, enquanto que alunos que revelam capacidades de
visualizacdo reconhecem a necessidade de ajustar a estratégia objeto-inteiro ao contexto
apresentado. Finalmente, verificaram que, quando os valores dados sdo distantes, estimulam a
utilizacdo de estratégias explicitas. Contudo, os alunos com dificuldades de visualizagdo socorrem-
se da estratégia tentativa e erro para realizar generalizacGes, baseando o seu raciocinio nas
relacbes numéricas, desvalorizando as relagGes que surgem do contexto apresentado.

Sasman et al. (1999) sublinham a importancia de refletir sobre a utilizacdo de figuras
transparentes e figuras ndo transparentes em contextos figurativos, ja que podem influenciar a
generalizagdo. Numa figura transparente a regra esta, de forma clara, incorporada na estrutura da
figura, enquanto que numa figura ndo transparente a regra ndo é facilmente observada nas
figuras que compdem a sequéncia, podendo tornar mais complexa a tarefa de generalizar. Estes

autores fazem também referéncia a utilizacdo de “ndmeros sedutores” numa sequéncia, sendo
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estes multiplos de termos conhecidos, que podem despoletar o recurso a estratégias diferentes
daquelas que seriam usadas com “nimeros ndo sedutores”.

Driscoll (1999) aponta trés situagdes que podem constituir um obstaculo ao raciocinio dos
alunos e assim provocar erros na generalizagdo: a rapidez com que estes procuram uma
expressao geral, trabalhando poucos exemplos; a andlise da sequéncia conduzir a conclusdes que
ndo sao corretas, pois ndo refletiram sobre as relacdes que estabeleceram, nem na sua real
importancia; a generalizacdo a partir de propriedades erradas, como a utilizacdo da
proporcionalidade direta de forma incorreta. O autor considera que estas situagdes surgem como
desafios para os professores na sua procura em proporcionar o desenvolvimento do pensamento
algébrico dos seus alunos. English e Warren (1998), num estudo envolvendo padrdes figurativos
de crescimento e tabelas de dados, relatam dificuldades dos alunos na generalizacdo de padrdes,
especialmente na formulagdo da expressao algébrica da mesma. Essas dificuldades, evidenciadas
pelos alunos menos proficientes, manifestaram-se na escolha de estratégias inapropriadas,
nomeadamente na utilizagdo do raciocinio recursivo sem fazerem uso de notagdo algébrica na
generalizacdo. Contudo, os alunos com mais capacidades foram capazes de identificar uma
relagdo funcional no padrdo e assim utilizar a notagdo algébrica para generalizar. Barbosa (2011),
no estudo supracitado, também refere que os alunos utilizaram de forma incorreta o raciocinio
proporcional aquando da generalizagdo. A autora relaciona estes erros com a nao formagao de
uma imagem mental do problema, verificando que os alunos recorreram somente a propriedades

numéricas sem qualquer liga¢do ao contexto.

Proposta didatica para o desenvolvimento do Pensamento Algébrico

A finalidade basica da aula de Matematica, segundo Mason e Johnston-Wilder (2006), é que
os alunos aprendam algo sobre um determinado tépico, sendo que para isso sdo planeadas
tarefas. Para Doyle (1988) as tarefas utilizadas em sala de aula sdo a base para aprendizagem dos
alunos. Uma tarefa matematica é aquilo que se pede aos alunos para fazer, e que constitui a
atividade na sala de aula, desde cdlculos, a representagdes até a manipulagdo de simbolos (Mason
& Johnston-Wilder, 2006). Ja Stein e Smith (2009) referem que uma tarefa é todo o segmento da
atividade existente em sala de aula, destinada ao desenvolvimento de uma ideia matematica em
particular, que podera integrar varios problemas relacionados ou um unico problema que permita
desenvolver um trabalho prolongado. Estas autoras consideram que a mesma tarefa pode ser
abordada de diferentes formas, sendo que cada uma dessas formas requer, dos alunos, niveis de

exigéncia cognitiva diferentes, que podem ir desde o nivel reduzido, que se baseia na
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memorizacdao de procedimentos, até niveis mais elevados como seja a utilizacdo da abordagem
“procedimentos com conexdes” e da abordagem “fazendo matematica”, que envolve exploragdo
de relagGes. Contudo, Stein e Smith (2009) referem ainda que, as tarefas passam por vdrias fases,
como se mostra na figura 3, podendo mudar de natureza de uma fase para a outra. Neste estudo,
seguiu-se esta sequéncia de fases na medida em que as tarefas foram recolhidas de varias fontes,
tendo de seguida sido adaptadas e apresentadas a turma. Os alunos realizaram as tarefas

propostas, o que se traduziu em aprendizagem por parte destes.

Tarefas como Tarefas como Tarefas como .
aparecem nos apresentadas pelo . Aprendizagem do
o : realizadas pelos alunos aluno
materiais curriculares professor

Figura 3. O quadro das tarefas matematicas (Stein & Smith, 2009)

Para Ponte (2005b) as tarefas determinam as oportunidades de aprendizagem oferecidas
aos alunos. Assim, a formulacdo de tarefas adequadas por parte do professor permitird
enriquecer a atividade do aluno. Contudo, a selecdo de boas tarefas ndo é suficiente. E também
muito importante o modo como o professor as propde e as conduz durante a sua realizagao na
sala de aula. Este autor defende, igualmente, a diversificagdo de tarefas, na medida em que
propostas de natureza diferente permitem alcangar objetivos curriculares diferentes. Contudo, a
selegdo e a articulagdo das tarefas vai para além da mera diversificagdo. As tarefas devem, no seu
conjunto, possibilitar uma trajetdria de aprendizagem coerente de forma a que os alunos
construam conceitos fundamentais, compreendam procedimentos matematicos, dominem
notacOes e formas de representacdo e estabelecam conexdes (ME-DGIDC, 2007; Ponte, 2005b).
Vale (2009) também defende a diversificacdo das tarefas a fornecer aos alunos, considerando que
a sua escolha é decisiva para caracterizar o trabalho que se desenvolve e deve ser realizada de
forma criteriosa. Contudo, o papel do professor no seu desenvolvimento é crucial, e, neste
sentido, as tarefas devem ser acompanhadas de um questionamento adequado, o qual é decisivo
para a aprendizagem dos alunos (Vale, 2009). Esta énfase na diversificacdo de tarefas desafiantes,
na forma como s3do implementadas pelo professor, também é preconizado pelo documento
Principios e Normas para a Matemdtica Escolar (NCTM, 2007) e pelo Programa de Matemdtica do
Ensino Bdsico (ME-DGIDC, 2007).

E necessario ter em aten¢do que uma tarefa ndo deve ser aplicada isoladamente. “Uma
tarefa pode dar um contributo importante para a aprendizagem, mas é o conjunto das tarefas

propostas que é decisivo para que todos os objetivos de uma certa unidade sejam atingidos”
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(Ponte, 2009, p. 103) Para se proporcionar um trajeto de trabalho benéfico a aprendizagem, as
tarefas devem ser apresentadas aos alunos em sequéncias coerentes, ou seja, numa cadeia de
tarefas (Ponte, 2009).

Simon (1995) desenvolveu um modelo esquematico do caracter ciclico e inter-relacional de
saber, do pensar, da tomada de posicdes e da atividade do professor, a que designou Ciclo de
Ensino da Matemdtica. Este autor procurou caracterizar o processo pelo qual o professor decide o
conteudo, o design e a sequéncia das tarefas matematicas a implementar. O Ciclo de Ensino da
Matemdtica, para além de retratar uma visdo da tomada de decisdo do professor em relacdo ao
conteudo e as tarefas, tendo em conta uma perspetiva construtivista, e os desafios da aula de
matematica, salienta também a importante interacdo entre os planos do professor e a construcao
coletiva das atividades em sala de aula. Dentro deste ciclo, Simon (1995) salienta a trajetdria
hipotética de aprendizagem que é formada por trés componentes: (1) os objetivos de
aprendizagem do aluno; (2) as tarefas matemadticas que irdo promover a aprendizagem; e (3) as
hipdteses sobre o processo de aprendizagem dos alunos. Este autor considera que, segundo este
modelo, a elaboracdo de uma hipotética trajetdria de aprendizagem, antes do processo de ensino
em sala de aula, é a forma do professor planear a atividade da aula. Simon e Tzur (2004), na
revisdo da construgdo de uma trajetdria hipotética de aprendizagem, consideram que, enquanto
que os objetivos de aprendizagem dos alunos orientam as outras componentes, as hipdteses
sobre o processo de aprendizagem e a selegdo de tarefas estdo inter-relacionadas: as tarefas sao
selecionadas tendo por base as hipdteses e as hipdteses baseiam-se nas tarefas propostas. A
construgdo de uma hipotética trajetéria de aprendizagem assenta em quatro pressupostos: (1)
baseia-se na compreensdo do conhecimento do aluno; (2) é um veiculo para a planificagdo da
aprendizagem de conceitos particulares; (3) as tarefas desenvolvem ferramentas que promovem
a aprendizagem de conceitos matematicos, sendo por isso consideradas uma parte fundamental
do processo de ensino; e (4) o professor esta regularmente envolvido na alteracdo de qualquer
aspeto da trajetéria de aprendizagem, devido a sua natureza hipotética e incerta (Simon & Tzur,
2004).

Vale e colaboradores (2011a) apresentam uma proposta didatica, desenvolvida no ambito
do Projeto Matemdtica e Padrées no ensino bdsico: perspetivas e experiéncias curriculares de
alunos e professores, constituida por um conjunto de tarefas envolvendo padrdes em contexto
figurativo, com a grande finalidade de desenvolver o pensamento algébrico. Estas tarefas
permitem diferentes abordagens e implicam processos de pensamento de ordem superior, como

analisar, continuar, conjeturar, justificar e representar. Nesta proposta pedagdgica, as tarefas, de
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natureza exploratdria e investigativa, promovem a capacidade para generalizar impulsionando
assim o desenvolvimento do pensamento algébrico. Vale (2009), de acordo com Simon e Tzur
(2004), considera que a hipotética trajetéria de aprendizagem conduziu a esta proposta didatica
gue se organiza em varias fases. Assim, a sequéncia de tarefas esta estruturada em: (1) contagens
visuais, que se dividem em tarefas de contagens visuais basicas e tarefas de contagens visuais
noutros contextos; (2) sequéncias, de repeticdo e de crescimento, em que ha a descoberta e
generalizacdo de padrdes; e (3) problemas padrdo. As ideias expressas nesta proposta didatica

podem ser resumidas pelo esquema seguinte (figura 4):

Contagens [ Sequéncias Problemas
visuais basicas - reconhecimento Descobrir padrdes e fazer Os alunos tém de
de padrGes para desenvolver a generalizagbes (generalizacdo construir as suas préprias
capacidade de ver N préxima e generalizacio sequéncias efou descobrir
instantaneamente (subitizing). distante) envolvendo raciocinio | © padrao a generalizar
Outras contagens visuals - recursivo e raciocinio funcional para estabelecer relagSes
reconhecimento de padroes em E recorrendo a padrdes de modo a dar resposta as

varias disposicdes de modo a
facilitar a contagem

figurativos de repeticio e de fUESILES

crescimento

Conceitos matemdticos, propriedades—>Pensamento algébrico )

y

V

Figura 4. \deias expressas na proposta didatica (Vale, Pimentel, Alvarenga, & Fao, 2011b)

Ao nivel das contagens visuais, sdao apresentadas tarefas que possibilitam experiéncias
prévias de contagem, com suporte visual, e que sdo requisitos para o posterior trabalho com
sequéncias (Vale, et al., 2011a). Pretende-se desenvolver nos alunos “a capacidade de contagem
rapida para que adquiram a necessaria flexibilidade de pensamento para identificar e escolher a
melhor maneira de ver, de acordo com os propédsitos pretendidos” (Vale, et al. 2011b, p. 4).
Nestas tarefas “de contagem, apenas a sequéncia de contagem é um procedimento rotineiro. O
significado associado a contagem é uma ideia chave a partir da qual outros conceitos numéricos
podem ser desenvolvidos” (Vale, et al.,, 2011a, p. 30). Vale et al. (2011a) consideram ser
fundamental que as criangas desenvolvam a sua capacidade de “ver instantaneamente” através
do reconhecimento de padrdes visuais. Todo este trabalho é essencial para prosseguir com as
contagens visuais noutros contextos onde sdo propostas tarefas em que se espera que os alunos
encontrem diferentes formas de ver e, assim, compreendam a relevancia do arranjo visual na
descoberta de expressdes numéricas mais simples e intuitivas. Este tipo de tarefas serdo o ponto
de partida para o desenvolvimento do pensamento algébrico e péem em evidéncia uma

capacidade fundamental o subitizing.
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Segundo Clements (1999) subitizing é “ver instantaneamente quantos sao”, é a “apreensao
percetual direta da numerosidade de um grupo” (Clements, 1999, p. 400). Este autor refere a
existéncia de dois tipos de subitizing: percetual e conceptual. No primeiro da-se o
reconhecimento do nimero sem usar outro processo matematico, tendo por base a ideia de fazer
unidades para contar. As criancas mais pequenas usam-no para construirem a sua ideia de
cardinalidade. No subitizing conceptual existe o reconhecimento de um padrdo como a
composicao das partes que formam um todo, sendo um exemplo as pecas de domind, entre
outros materiais. Este autor, baseando-se em Steffe e Cobb, refere que a utilizacdo de padrdes no
subitizing conceptual ajuda no desenvolvimento do sentido abstrato do nimero e de estratégias
aritméticas nas criancas. A capacidade de efetuar o subitizing pode ser influenciada por diferentes
fatores. Por exemplo, o arranjo espacial do padrao pode dificultar o subitizing. Normalmente, os
arranjos retangulares sdo considerados mais faceis, pelas criancas para fazer o subitizing,
seguindo-se os arranjos lineares e os circulares. A disposicdo aleatdria é considerada como mais
dificil para realizar subitizing. Fosnost e Dolk (2001) consideram que quantidades de cinco ou
menos elementos normalmente permitem a realizagdo de subitizing, sendo entendidas como um
todo sem recorrer a qualquer processo matematico. Clements (1999) considera que deve ser
incentivada a aprendizagem do subitizing, afirmando que as atividades que promovem o
subitizing conceptual desenvolvem também a imagem jd que, na apresentagdo das suas
estratégias, os alunos recorrem as imagens mentais criadas.

Vale et al. (2011a) entendem que esta capacidade de ver instantaneamente é muito
importante devendo ser estimulada e ensinada. Considerando o trabalho com nimeros, Van de
Walle et al. (2010) identifica quatro tipos de relagGes que as criangas devem desenvolver: (1)
relacbes espaciais em que existe um reconhecimento instantaneo de conjuntos de objetos em
arranjos padronizados, sem contagem (subitizing); (2) relagdes com niumeros de um ou dois mais
e de um ou dois menos; (3) numeros de referéncia, como o 5 e o 10; e (4) relagdes parte-parte-
todo, em que um numero é reconhecido como sendo constituido por duas ou mais partes. No
trabalho com padrdes em contexto figurativo, como caminho para a generalizagdo, estes autores
valorizam a andlise dos termos da sequéncia e a procura de estratégias de contagem sem o
recurso a simples contagem um a um. Dentro das estratégias de contagem, consideram que os
alunos podem utilizar: contagem por saltos; contagem por diferentes grupos; contagem um a um;
contagem por grupos e grupos de uma unidade; e contagem por grupos de dez e o restante um a
um. Para além da contagem um a um e da contagem saltos, Fosnot e Dolk (2001) acrescentam a

utilizacdo de dobros.
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Apds, surgem tarefas com sequéncias que envolvem padrdes de repeticao e de crescimento
tendo como objetivo reconhecer, descobrir, continuar, completar e generalizar padrdes. Por fim,
propdem tarefas com um conjunto de problemas onde os alunos terdo que descobrir a sequéncia,
ja que esta ndo é apresentada de forma explicita, e explord-la para chegarem a solucdo. Podem
surgir, para além dos padrdes de repeticao e de crescimento, padrdes que levem a invariantes e
possibilitem o estabelecimento de propriedades numéricas ou geométricas. As diferentes formas
de resolver cada tarefa é uma oportunidade a discussdo de ideias e a sua justificacdo (Vale, et al.,
2011a). Neste estudo adotou-se esta proposta didatica tendo sido implementada na fase empirica
do mesmo. No desenvolvimento da primeira fase desta proposta diddtica, contagens, pretende-se
o desenvolvimento da capacidade de contagem rdpida, a qual tem por base o subitizing,

revelando-se pertinente uma reflexdo sobre o mesmo.
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CAPITULO Ill - METODOLOGIA

Neste capitulo apresentam-se e fundamentam-se as op¢des metodoldgicas adotadas nesta
investigacdo. Explicita-se o papel da investigadora, a forma como foram selecionados os
participantes e s3o apresentados os métodos de recolha dos dados. E feita, também, uma
descricdo da selegdo e da aplicagdo das tarefas, da calendarizacdo do estudo terminando com

uma explicitacdo do processo de anadlise dos dados.

Op¢oes metodoladgicas

O objetivo desta investigacdo é compreender como se caracteriza o pensamento algébrico
de alunos do 6.2 ano no ambito de contextos visuais, nomeadamente o tipo de estratégias
identificadas no processo de generalizacdo e as dificuldades evidenciadas pelos alunos no que
refere ao pensamento algébrico nestes contextos. Dadas as caracteristicas do problema em
estudo, optou-se por uma metodologia qualitativa ja que o foco do estudo ndo esta em
generalizar resultados mas sim compreender de forma aprofundada um fendmeno particular,
como o pensamento algébrico. Segundo Patton (2002), os métodos qualitativos ajudam na analise
de questdes em profundidade e pormenor, ja Bogdan e Biklen (1994) acrescentam que os
investigadores qualitativos tentam “compreender o processo mediante o qual as pessoas
constroem significados e descrever em que consistem estes mesmos significados” (p. 70).
Também Vale (2004) refere que a investigacdo qualitativa é adotada quando se pretende a
descricdo e explicagdo detalhada de fendmenos, privilegiando os processos mais do que os
produtos.

Segundo Bogdan e Biklen (1994) a investigacdo qualitativa possui cinco caracteristicas
fundamentais: (1) o ambiente natural é a fonte direta dos dados, sendo o investigador o principal
instrumento de recolha de dados; (2) os dados recolhidos sdo de natureza descritiva; (3) o foco do
investigador esta centrado no processo mais do que nos resultados; (4) os dados sdo analisados
de forma indutiva; e (5) o investigador esta interessado no significado das ag¢des, ou seja, na
perspetiva dos participantes. Justifica-se, mais uma vez, a escolha de uma metodologia qualitativa
jd que estas caracteristicas estdo presentes neste estudo, na medida em que decorreu no
ambiente natural que é a sala de aula de Matemadtica, sendo a investigadora observadora
participante, tendo recolhido dados descritivos a partir de diferentes fontes. Durante o estudo

privilegiou-se a compreensdo dos processos mais do que dos resultados, ou seja, procurou-se
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compreender em profundidade a forma como os participantes desenvolveram o pensamento
algébrico, procedendo-se a analise dos dados de forma indutiva, o que levou a uma categoriza¢do
dos mesmos, permitindo assim descrever as estratégias utilizadas pelos alunos, assim como as
suas dificuldades.

O design a ser escolhido numa investigacao depende de varios fatores, como a natureza das
guestdes em estudo, o controlo que o investigador tem sobre os acontecimentos e o foco do
estudo estar ou ndo centrado em fenédmenos que ocorrem na investigagado (Yin, 2009). Segundo
Yin (2009), o design de estudo de caso é um método adequado quando: (a) se colocam questdes
com a finalidade de saber o ‘como’ e o ‘porqué’; (b) o investigador tem pouco controlo sobre os
acontecimentos e (c) o estudo centra-se em fendmenos contemporaneos inseridos num
determinado contexto real. Aplica-se quando se pretende compreender um fendmeno em
profundidade e quando ndo existe um controlo sobre comportamentos relevantes, tendo-se que
recorrer a uma ampla variedade de evidéncias que surgem de variadas fontes, como a
observacgao, as entrevistas, os documentos e os artefactos (Yin, 2009). Para Ponte (1994) o design
de estudo de caso adequa-se quando se pretende investigar uma entidade bem definida,
procurando compreendé-la em profundidade, buscando o que tem de singular e préprio.

E uma investigacdo que se assume como particularistica, isto é, que se debruga
deliberadamente sobre uma situagao especifica que se supde ser Unica em muitos aspetos,
procurando descobrir o que ha nela de mais essencial e caracteristico e, desse modo, contribuir
para a compreensao global do fendmeno de interesse.

O estudo de caso apresenta um forte cunho descritivo, apoiando-se numa descrigdo o mais completa
possivel em que o investigador procura compreender a situagao tal como ela é. Contudo, pode
também existir uma interroga¢do sobre a situagdo comparando-a com outras ja existentes,
apresentando assim um profundo alcance analitico. A realizagdo de um estudo de caso “pode, deste
modo, ajudar a gerar novas teorias e novas questdes para futura investigagao” (Ponte, 1994, p. 3).

Tendo em conta os aspetos descritos anteriormente, dentro da metodologia qualitativa,
optou-se pela realizagdo de um estudo de caso, ja que se pretendia compreender o
desenvolvimento do pensamento algébrico, procurando-se responder a questdes de natureza
explicativa, sem se visar um controlo sobre os fendmenos ocorridos, tendo-se desenvolvido a
investigacdo num contexto especifico, a aula de matematica.

Os estudos de caso podem ser realizados com diferentes propdsitos e, neste sentido,
alguns autores apresentam diferentes tipologias para os mesmos. Stake (2009) considera trés
tipos de estudo de caso: (1) estudo de caso intrinseco, quando o caso surge de forma natural pois
existe um interesse intrinseco em compreender melhor aquele caso em particular; (2) estudo de

caso instrumental, quando o estudo do caso em si permite alcancar um conhecimento mais
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profundo sobre determinada teoria ou compreender melhor outro fenémeno; e (3) estudo de
caso coletivo, quando se entende que um conjunto de caso permitird uma melhor compreensao
de um dado fendmeno, ou seja, trata-se de um estudo instrumental contendo varios casos,
devendo existir uma coordenacdo entre os diversos estudos individuais. Tendo em conta esta
categorizacdo, neste trabalho realizou-se um estudo de caso instrumental, uma vez que o objetivo
ndo era a compreensdo de um caso especifico mas, a partir dela, compreender um fendmeno
mais abrangente que é a caracterizacdao do pensamento algébrico de alunos do 6.2 ano no ambito
de contextos visuais. Este estudo foi desenvolvido numa turma de 6.2 ano de escolaridade, tendo
sido escolhidos dois alunos, que constituiram os casos, tendo, no entanto, sido sempre

considerado o contexto turma.

Papel da investigadora

Num estudo de caso, o investigador pode assumir vdrios papéis, nomeadamente professor,
observador participante, entrevistador, leitor, contador de histdrias, defensor, artista,
conselheiro, avaliador, entre outros (Stake, 2009). Para Vale (2004), neste tipo de design, o
investigador assume-se como o principal instrumento na recolha e andlise de dados cabendo-lhe
a tomada de decisbes, como que dados recolher, quem entrevistar ou observar, ou que
documentos analisar.

Neste estudo, que incidiu numa turma do 6.2 ano de escolaridade e particularmente sobre
dois alunos definidos como casos, a investigadora assumiu o duplo papel de professora e
investigadora. Apesar de ndo ser a professora de Matematica da turma, aquando da aplica¢do do
estudo assumiu esse papel. Esta opgao foi tomada em consonancia com o professor titular, que
considerou preferivel ndo ter influéncia na aplicagdo das tarefas do estudo para que a
investigadora pudesse intervir como entendesse. Contudo, existia ja uma relagdo estreita com a
turma, uma vez que a investigadora era a professora de Ciéncias da Natureza. Este facto permitiu
ter um conhecimento aprofundado das caracteristicas dos alunos da turma e o estabelecimento
de relagdes de confianca que possibilitaram o desenrolar da investigacdo de forma natural,
criando um ambiente propicio a aplica¢cdo do estudo. Esta proximidade entre a investigadora e os
participantes permitiu vivenciar, de forma interna, todas as situagées que ocorreram ao longo do
estudo, facilitando a compreensdo e apreensdo de significados. Assim, considera-se que este
duplo papel contribuiu para a validade do estudo, na medida em que decorreu em contexto
natural, surgindo de forma espontanea momentos de extrema riqueza para a investigagdo, como

questdes e dialogos que decorreram da aplicacdo das tarefas.
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Considerando o papel de professora, procurou-se promover um bom ambiente de trabalho,
no qual os alunos sentissem liberdade de expressdao, encorajando-os a colocar questdes, a
formular conjeturas, a argumentar e justificar os seus raciocinios. Procurou-se também ter um
papel moderador e orientador das discussGes geradas, de forma a ndao condicionar o raciocinio
dos alunos e as resolugdes das tarefas.

Relativamente ao papel de investigadora, assumiu-se que esta constituiria o principal meio
de recolha, interpretacdo e andlise dos dados, agindo como observadora participante. Para isso,
pesquisou, selecionou e planificou tarefas, estruturando uma intervencdo baseada na proposta
didatica desenhada por Vale e colaboradores (2011a), ja descrita no Capitulo Il deste trabalho. O
facto da investigadora ser a professora de Ciéncias da Natureza da turma, facilitou a sua
integragdo no contexto, sendo encarada como um elemento naturalmente integrante e ndo como
um elemento estranho ao contexto, evitando uma possivel inibicdo das acbes habituais dos
alunos. Apesar da proximidade entre a investigadora e os sujeitos ter vantagens, na medida em
que permite uma forte ligacdo com todas as situagdes que decorrem ao longo da aplicagcdo do
estudo, é de referir que também traz condicionantes, nomeadamente no registo sistematico de
todas as observagdes. Assim, a investigadora procurou dosear a observagao e a participagdo de
forma a estar envolvida “na atividade como um insider e ser capaz de refletir como um outsider”
(Eisenhart, 1988, citado por Ponte, 1994, p. 10). Para garantir a imparcialidade do estudo, é
fundamental que o investigador seja capaz de se distanciar como observador da realidade e ndo a
influenciar (Santos, 2002).

Este duplo papel de professora/investigadora revelou-se arduo e revestiu-se de
complexidade, uma vez que foi necessario gerir muito bem todas as fung¢des inerentes a cada um
dos papéis. Apesar do envolvimento completo por parte da investigadora poder pér em causa a
objetividade da investigacdo, considerou-se que esta foi a forma mais adequada de perceber e
interpretar os fendmenos que surgiram ao longo do estudo. Como forma de evitar a
subjetividade, houve a preocupacdo por parte da investigadora de recorrer a diversas técnicas de
recolha de dados, tendo assim acesso a multiplas fontes de evidéncia, fazendo uma andlise

cuidada de toda a informacdo, o que conferiu uma maior validade e rigor a investigacao.

Participantes e escolha dos casos

O estudo realizou-se durante o ano letivo 2011/2012, numa Escola Basica Integrada situada
numa freguesia do distrito de Braga e incidiu sobre uma turma de 6.2 ano de escolaridade. A

preferéncia pelo 6.2 ano deveu-se ao facto de no Programa de Matematica do Ensino Basico (ME-
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DGIDC, 2007), nomeadamente nos percursos tematicos de aprendizagem, estar definido para este
ano de escolaridade o toépico Relagées e Regularidades. Apesar de nesse ano letivo a
investigadora apenas lecionar a disciplina de Ciéncias da Natureza, o estudo foi aplicado nas aulas
de Matemdtica, ja que o professor titular disponibilizou as suas turmas para que o estudo fosse
aplicado. Tendo em conta que a investigadora era a professora de Ciéncias da Natureza das
turmas em causa, o critério de selecdo entre as trés turmas foi a compatibilidade de horario da
investigadora e das aulas de Matematica dos alunos. A escolha do Toépico Relagcdes e
Regularidades prendeu-se com motivagdes e interesses pessoais, nomeadamente o gosto pessoal
pela Algebra e a necessidade de um aprofundamento a nivel profissional deste tépico da
Matematica. Para isso, contribuiu a crescente enfise da Algebra patente nos mais recentes
documentos (ME-DGIDC, 2007; NCTM, 2007), assim como a defesa da introducdo do pensamento
algébrico no curriculo de Matematica logo nos anos iniciais (Kaput, 1999).

Tendo como referéncia Bogdan e Biklen (1994), seguiu-se uma abordagem objetiva, tendo-
se explicitado os interesses do estudo, na tentativa de que os participantes colaborassem de
forma empenhada no mesmo. Para isso, foi pedida autorizacdo a Direcdo da Escola para a
realizacdo da investigacdo (Anexo 1), assim como aos Encarregados de Educa¢do (Anexo 2),
esclarecendo os objetivos do estudo e a dindmica do mesmo e garantindo o anonimato dos
participantes (Stake, 2009). Todo este processo foi realizado em parceria com o professor de
Matematica da turma, que esteve presente na reunido efetuada com os Encarregados de
Educacdo, aquando da apresentacdo do estudo. Para além disso, a investigadora também
explicou aos alunos o que pretendia, descrevendo as diferentes fases da investiga¢do, de forma a
que a sua aplica¢do decorresse de forma natural.

Na realizacdo de um estudo de caso ndo se recorre a légica de amostragem aleatoria,
procura-se antes definir critérios para que o(s) caso(s) escolhido(s) permita(m) compreender, ao
maximo, o problema em estudo e que, ao mesmo tempo, acolha a investigacdo e seja de facil
acesso (Stake, 2009). Vale (2004), baseando-se em varios autores, afirma que:

O estudo de caso ndo utiliza uma amostragem aleatdria e numerosa, mas sim criteriosa ou
intencional, baseada na suposicdo de que, se queremos descobrir, compreender, e obter
conhecimento sobre determinado fendmeno, entdo devemos escolher uma amostra a partir da qual
possamos aprender o maximo possivel. (p. 196)

Assim, tendo em conta as caracteristicas do estudo, procurou-se definir um nimero de
casos que permitisse compreender o fendmeno em estudo e que constituisse uma dimensdo de
trabalho a que a investigadora pudesse dar resposta. Inicialmente decidiu-se acompanhar trés

alunos no contexto da turma, tendo, no entanto, todos os alunos da turma realizado as 10 tarefas

39



implementadas. Contudo, o nimero de alunos caso foi alterado ao longo do estudo. Apds uma
primeira andlise dos dados, verificou-se a replicagdo dos mesmos ja que alguns aspetos se
repetiam nos diferentes casos, tendo-se optado por acompanhar mais de perto apenas dois
alunos.

A escolha dos casos é crucial neste tipo de investigacdo e deve ser orientada pela
necessidade de aceder a informacdo rica e detalhada acerca do que se pretende estudar. O
investigador deve usar critérios bem definidos para que a amostra escolhida permita
compreender detalhadamente os fendmenos (Stake, 2009). Assim, na selecdo dos alunos caso
foram definidos os seguintes critérios: assiduidade; razodvel capacidade de comunicacdo; e
diferentes niveis de desempenho. A classificacdo dos alunos pelo nivel de desempenho foi
realizada com a colaborag¢do do professor de Matematica da turma, ja que este apresentava um
conhecimento aprofundado deste parametro. Para além destes critérios foram ainda
considerados a predisposicdo para participar no estudo e a facilidade em reunir com a
investigadora.

Durante o primeiro e o segundo periodos letivos, a investigadora foi conhecendo as
caracteristicas dos alunos, tendo recolhido um conjunto de informagdes com base nos registos
biogréficos, na aplicagdo de um questionario (Anexo 3) e nas observag¢des efetuadas nas aulas de
Ciéncias da Natureza. A sele¢do dos trés alunos que iriam constituir os casos foi realizada no
segundo periodo, tendo o estudo apenas sido aplicado no terceiro periodo, ja que o tdpico
Relagbes e Regularidades tinha sido planificado para este momento. Contudo, no terceiro
periodo, e durante a aplicagao do estudo, um dos casos foi abandonado. Assim, dos trés alunos
selecionados, definiram-se como casos o Daniel e o André. Os nomes atribuidos a estes alunos sdo
ficticios, de forma a garantir o seu anonimato. Para que os alunos caso ndo fossem condicionados
no decorrer do seu trabalho, e para ndo desmotivar os restantes alunos, a turma nao foi
informada do papel desempenhado por estes na investigagdo. Assim, toda a turma participou de
forma empenhada na resolugdo das tarefas propostas, conseguindo-se obter um ambiente

natural na sala de aula no decorrer da investigacao.

Métodos de recolha dos dados

Os dados sdao “materiais em bruto que os investigadores recolhem do mundo que se
encontram a estudar; sdo os elementos que formam a base de analise” (Bogdan & Biklen, 1994, p.
149). A fase de recolha de dados é bastante importante existindo uma grande variedade de fontes

gue ddo lugar a emergéncia de dados de natureza diversa e que estdo interligados na investigacdo
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(Bogdan & Biklen, 1994; Vale, 2004). Segundo Yin (2009) a constru¢cdo de um estudo de caso
implica a utilizacdo de multiplas fontes de evidéncia, podendo assumir a forma de entrevistas,
observacao, artefactos ou até analise documental.

Assim, neste estudo, foram recolhidos dados através das seguintes técnicas: observacao
participante; entrevista; questionario; registos em audio e video; e andlise de documentos. Esta
multiplicidade de métodos de recolha de dados teve a intencdo de atingir um conhecimento
profundo do fendmeno em estudo, facilitando assim a triangulacdo dos dados, o que confere

validade aos resultados (Denzin & Lincoln, 2003).

Observagao participante

A observacdo é considerada a melhor técnica de recolha de dados em investigacGes desta
natureza. Importa dar especial atencdo aos aspetos que se pretende clarificar ja que ndo se
consegue registar tudo o que se observa (Vale, 2004). A natureza de uma observacdo varia
conforme o grau de envolvimento do investigador. Este pode assumir uma atitude passiva,
estando apenas a observar sem se envolver ou pode ter um papel de interveniente ativo durante
a observacdo, interagindo com os sujeitos (Vale, 2004). Este ultimo caso constitui a observacdo
participante. Para Vale (2004) neste tipo de observac¢do, o investigador assume um papel ativo
envolvendo-se nos acontecimentos com grande proximidade, criando assim situagdes que
fornecem dados complementares em relagao aos que resultam da observag¢do naturalista.

Neste estudo foi privilegiada a observagao participante ja que a investigadora assumiu
também o papel de professora da turma aquando da implementa¢cdo do estudo. Foram
conduzidos didlogos recorrentes com os participantes, quer para os apoiar na resolucdo das
tarefas, quer para compreender as suas perspetivas e alguns dos registos realizados. Como
observadora participante, a investigadora/professora assumiu-se também como principal
instrumento de recolha de dados. Este duplo papel levou a uma cuidada planificacdo da
observacgdo, uma vez que se tornava dificil efetuar os registos no momento da observagdo. Para
facilitar este procedimento, foi criado um guido de observacdo (Anexo 4), onde a investigadora
efetuou registos decorrentes da observagdo no momento da aplicacdo das tarefas, os quais eram
completados imediatamente apds as aulas ou poucas horas depois, constituindo as notas de
campo. Procurou-se que estes registos descrevessem da forma mais fiel e completa possivel a

aula, sendo também registadas interpretacdes da investigadora. Contudo, consciente da
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dificuldade de registar todos os fendmenos ocorridos, procedeu-se a grava¢ées video e audio de
cada uma das sessdes como forma de minimizar este constrangimento.

Vale (2004) considera que existem vantagens na interacdo entre a observacdo e a
entrevista. Estas duas fontes de recolha de dados enriquecem-se mutuamente para além de
serem de grande utilidade para a analise dos mesmos. “As entrevistas dao orientacdes para as
observacdes do investigador, enquanto que as observagdes sugerem ideias para as entrevistas”
(Vale, 2004, p. 181). Assim, a observagdo das aulas teve, também, um papel preponderante na

formulacdo de questdes orientadoras que integraram as entrevistas realizadas posteriormente.

Entrevista

A entrevista permite obter algumas informag¢Ges que ndo se podem observar, como
pensamentos e intengdes, procurando assim a perceber a perspetiva do entrevistado o que a
torna numa das formas mais eficientes de recolha de dados (Vale, 2004). A entrevista “é utilizada
para recolher dados descritivos na linguagem do préprio sujeito, permitindo ao investigador
desenvolver intuitivamente uma ideia sobre a maneira como os sujeitos interpretam aspetos do
mundo” (Bogdan & Biklen, 1994, p. 134). Na investigacdo qualitativa, a entrevista é
frequentemente utilizada como forma de complementar as observagdes, permitindo que o
investigador aceda a informagdes que ndo conseguiu observar (Yin, 2009).

Segundo Bogdan e Biklen (1994), a entrevista qualitativa varia conforme o grau de
estruturacdo, que é influenciado pelo controlo que o investigador tem sobre as respostas dos
sujeitos. Podem variar entre ndo estruturadas, semi-estruturadas e estruturadas (Vale, 2004).
Neste estudo foram realizadas trés entrevistas a cada um dos alunos caso, de forma individual.
Optou-se por conduzir entrevistas semiestruturadas, elaboradas com base nas questdes
orientadoras do estudo, assim como em aspetos emergentes da resolucdo das tarefas. Assim,
antes da realizacdo de cada entrevista, a investigadora analisava as notas de campo, que incluiam
as evidéncias registadas no guido de observacdo, as folhas de resolucdo das tarefas, que incluiam
um questionario sobre as mesmas e, sempre que necessario, visualizava as gravag¢des das aulas,
de modo a formular um conjunto de questdes que permitissem orientar a entrevista e assim
melhor compreender os raciocinios dos alunos, as suas perspetivas e os significados das suas
resolucbes. Foram realizadas trés entrevistas com cada um dos alunos caso, no final de cada
etapa da sequéncia didatica, que ocorreram ou no intervalo da hora do almog¢o ou no final do dia.

Assim, a primeira entrevista incidiu nas tarefas com contagens visuais, a segunda debrucou-se
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sobre as tarefas que envolviam sequéncias e a terceira nos problemas com padrdes. Durante a
entrevista, que apresentava duracdo varidvel, conforme as tarefas analisadas, foi facultada aos
alunos a respetiva folha de resolugcdao sem qualquer apontamento. Todas as entrevistas foram
gravadas em audio e posteriormente transcritas e tiveram como finalidade compreender o

raciocinio dos alunos.

Questionarios

Para Vale (2004) os questionarios apresentam a mesmo intencdo das entrevistas, sendo
totalmente estruturados, com questdes abertas ou fechadas, proporcionando respostas diretas
sobre determinadas informacdes, quer factuais quer de atitudes. Neste estudo, aplicou-se um
questionario inicial (Anexo 3) a toda a turma para melhor compreender a sua relagdo com a
Matematica e com a disciplina de Matematica. Em cada uma das tarefas, apds a sua resolugao, foi
apresentado um pequeno questionario (anexo 5 a anexo 14) onde se procurava recolher mais
informacdes sobre as dificuldades dos alunos e a forma como tinham efetuado a resolugdo. Como
a proposta didatica estava organizada em trés fases, no final de cada fase foi aplicado um
guestionario sobre as tarefas realizadas com o propdsito de perceber as tarefas que os alunos
gostaram mais/menos e consideraram mais/menos dificeis. Assim, foram utilizados mais trés
questionarios: questionario sobre contagens visuais (Anexo 15); questionario sobre as sequéncias
(Anexo 16); e questionario sobre problemas de padrdo (Anexo 17). Apds a sua aplicagdo, estes
questionarios foram analisados e interpretados de forma a melhor compreender a perspetiva dos

participantes sobre as tarefas implementadas.

Registos em audio e video

Patton (2002) considera as gravagdes uma fonte essencial na recolha de dados. Neste
estudo, tal como foi referido anteriormente, foram efetuados registos audio das entrevistas e das
sessOes de resolugdo das tarefas, sendo que estas também foram videogravadas. O objetivo
destas gravacdes foi captar aspetos que tivessem passado despercebidos a investigadora, pelo
facto de estar também a desempenhar o papel de professora da turma, permitindo completar as
notas de campo decorrentes da observacao.

Contudo, Lincoln e Guba (2000) entendem que os registos audio e video devem ser usados

de forma pontual pois poderdao condicionar os participantes. Assim, consciente das implicacdes
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que estes aparelhos poderiam ter na acdo dos alunos, a investigadora teve alguns cuidados para
que fossem por eles encarados como naturais. Assim, antes de se iniciar o estudo, foi explicado
aos alunos da turma que se iria proceder a gravacdes dudio e video, clarificando o papel daqueles
elementos. Para além disso, esperava-se que a relacdo de proximidade que a investigadora tinha
com os alunos facilitasse a aceitacdo das gravacbes audio e video, de forma a serem mais
facilmente aceites. As expectativas foram cumpridas ja que apenas na primeira aula os alunos se
demonstraram preocupados com a presenca da camara e do gravador. Nas sessdes seguintes a
apreensao dissipou-se, notando-se um ambiente de descontracdo. O facto de a cAmara estar fixa,
também facilitou na abstracdo da presenca do material de registo. As sessdes também foram
gravadas em audio para assegurar que todos os didlogos e duvidas colocadas eram gravadas.
Todos estes registos, dudio e video, foram visualizados e ouvidos pela investigadora sendo
transcritas as partes consideradas mais importantes, de modo a completar os relatérios de
observacgdo, enriquecendo as notas de campo. As entrevistas foram gravadas em 4dudio e

posteriormente transcritas e analisadas.

Analise documental

Os documentos sdo uma fonte de dados relevante em quase todo o tipo de estudos de
caso, podendo existir uma diversidade de documentos a ser analisados. A grande finalidade do
recurso a documentos é certificar e complementar evidéncias resultantes de outras fontes (Yin,
2009). Para Stake (2009) os dados obtidos através do estudo de documentos devem ser usados da
mesma forma que aqueles que sdo obtidos a partir de observagdes e entrevistas, servindo mesmo
como substitutos de registos de atividade que o investigador ndao poderia observar diretamente.
Pode dizer-se que englobam todos os materiais que permitam recordar e preservar o contexto,
como registos, transcri¢oes, relatdrios, notas, jornais, entre outros (Vale, 2004). Todos os registos
efetuados ao longo da investigacdo, Bogdan e Biklen (1994) denominam de notas de campo,
dizendo que sdo “o relato escrito daquilo que o investigador ouve, vé, experiencia e pensa no
decurso da recolha e refletindo sobre os dados de um estudo qualitativo” (Bogdan & Biklen, 1994,
p. 150). Nesta investigacdo foram analisados diversos tipos de documentos como documentos
produzidos pelos alunos, documentos relacionados com o percurso escolar e notas da
investigadora.

Foram analisados os registos produzidos pelos alunos, nomeadamente as resolucdes das
tarefas propostas, com o objetivo de compreender o seu raciocinio, em particular as estratégias

utilizadas na resolucdo das mesmas, bem como as dificuldades evidenciadas. Analisou-se,
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também, as respostas aos questionarios que surgiam apds cada tarefa, de forma a perceber como
os alunos tinham reagido a mesma e identificar as suas dificuldades. O questionario inicial (Anexo
3), aplicado a toda a turma, incidente sobre a sua relagdo com a Matematica e com a disciplina de
Matemadtica, facilitou a caracterizacdao dos alunos neste ambito. Os documentos relacionados com
o percurso escolar analisados foram o Projeto Curricular de Turma, os registos de avaliacdo dos
alunos, os registos biograficos que ajudaram na caracterizacdo da turma e de cada aluno, assim
como na escolha dos alunos caso. As notas de campo da investigadora foram realizadas com base
em todos os registos efetuados pela mesma ao longo do estudo, onde se procurou descrever
fielmente situacdes ocorridas durante as observacdes das sessdes, focando comentarios, reagdes,
questdes colocadas pelos participantes e o tempo gasto na resolugdo das tarefas, bem como

situacdes ocorridas durante as entrevistas ou resultantes de conversas informais com os alunos.

A escolha e aplicagao das tarefas

As tarefas aplicadas neste estudo basearam-se na proposta diddtica apresentada por Vale e
colaboradores no ambito do desenvolvimento do pensamento algébrico (Vale, et al., 2011a)
desenvolvida no contexto do Projeto Matematica e Padrdes no ensino basico: perspetivas e
experiéncias curriculares de alunos e professores. Nesta proposta didatica, salienta-se que tarefas
de natureza exploratdria e investigativa promovem a capacidade de generalizar, recorrendo a
exploracdo de padrées em contextos figurativos e a exploracdo de diferentes modos de
generalizacdo relacionados com o modo de ver esses padrdes. Estd organizada em: contagens
visuais; sequéncias que envolvem padrdes de repeticdo e de crescimento, tendo como objetivo
reconhecer, descobrir, continuar, completar e generalizar padr&es; e problemas de padrao, nos
quais os alunos terdo que descobrir a sequéncia, ja que esta ndo é apresentada de forma explicita,
e explora-la para chegarem a solugdo.

Tendo por base esta proposta didatica e o Programa de Matematica do Ensino Basico (ME-
DGIDC, 2007), nomeadamente o tépico Relagbes e Regularidades do 2.2 ciclo, procedeu-se a
selecdo de varias tarefas de fontes diversas como documentos curriculares, artigos cientificos e
livros da especialidade, nomeadamente: Matemadtica nos primeiros anos - Tarefas e Desafios para
a sala de Aula (Pimentel, Vale, Fdo, Alvarenga, & Freire, 2010); Examining secondary studenst's
algebraic reasoning: flexibility and strategy used (Townsend, 2005); Padrées em Matemdtica: ma
proposta diddtica no dmbito do novo programa do ensino bdsico (Vale, et al., 2011a); Matemdtica
no 1.2 e 2.2 ciclos: propostas para a sala de aula (Vale, Fdo, Alvarenga, Geraldes, Sousa, &

Pimentel, 2008); Uma proposta didatica envolvendo padrdes — Material de apoio ao PMEB (Vale,

45



Pimentel, Alvarenga, & F3o, 2011b). Posteriormente foram adaptadas ao nivel de ensino em
questdo, tendo-se elaborado uma primeira sequéncia de tarefas para este estudo. Esta proposta
inicial foi analisada por um painel de especialistas, constituido por trés investigadores na area da
Didatica da Matemadtica e um grupo de professores de Matematica que se encontravam a lecionar
0 6.2 ano de escolaridade, entre os quais o professor da turma onde o estudo foi aplicado, tendo
em consideracdao os seguintes aspetos: adequacdo da linguagem a faixa etaria dos alunos;
adequacao aos objetivos do estudo; potencialidade e pertinéncia na promocao de diferentes
formas de contagem, no que refere a diversidade das situacGes propostas, no desenvolvimento
da capacidade de generalizar, dos contextos figurativos apresentados; conformidade com o
Programa de Matematica do Ensino Basico. Depois deste feedback procedeu-se a elaboracdo da
proposta didatica final que seria aplicada no estudo.

A sequéncia era composta por dez tarefas, estando as mesmas organizadas em trés fases:
contagens visuais, sequéncias e problemas de padrdo. O nimero de tarefas definidas esteve
condicionado ao numero de aulas que o professor da turma disponibilizou. Como se tratava de
um numero reduzido de aulas, as tarefas foram aplicadas também no Laboratério de Matematica,
oferta educativa da Escola que era frequentada por todos os alunos, funcionando como
complemento das aulas da disciplina. Por esse motivo, houve dias em que foram observadas duas
sessdes. Aquando da implementagdo das tarefas, apesar do professor da disciplina estar na sala
de aula, a exploragdo foi realizada pela investigadora, sem qualquer intervengdo por parte do
professor. Todos os alunos da turma participaram ativamente, realizando as tarefas
individualmente, apesar de estarem dispostos em pares nas mesas de trabalho. No final de cada
tarefa, os alunos respondiam a um questiondrio, apresentado no final da folha, que incidia sobre
a resolucdo e as dificuldades que sentiram. Antes de iniciar a implementacdo das tarefas, foi
apresentado um PowerPoint (Anexo 18) em que se explicava aos alunos a importancia da
justificacdo dos seus raciocinios em cada questdo, salientando que poderiam recorrer a vdrias
formas para o fazer, como calculos, desenhos, tabelas, entre outras. Assim, a dindmica utilizada
em cada uma das sessOes de exploracdo das tarefas foi: apresenta¢do da tarefa recorrendo a um
PowerPoint, onde eram esclarecidas as duvidas; resolugdo da tarefa; resposta ao questionario; e
discussdo da tarefa com a apresentac¢do do trabalho de alguns alunos.

Tendo em conta que o nimero de sessdes observadas seriam sete, definiram-se duas
sessOes para a exploracdo de tarefas sobre contagens visuais, trés sessdes para o trabalho com
sequéncias, envolvendo padrdoes de repeticdo e de crescimento, e duas sessdes que se

debrucaram sobre problemas com padrdes. Na primeira sessdo foram aplicadas trés tarefas
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relativas as contagens visuais. A tarefa Qual tem mais estrelas? (Anexo 5) e a tarefa Dados (Anexo
6), mobilizando experiéncias prévias de contagem, com suporte visual, e que tém como principal
objetivo o desenvolvimento da capacidade de contagem rapida e da capacidade de ver
instantaneamente. A tarefa Os Grdos de café (Anexo 7), tem como finalidade o reconhecimento
de padrdes, em varias disposicdes, de modo a facilitar a contagem, motivando também o recurso
ao subitizing. As duas primeiras tarefas visaram o desenvolvimento da capacidade de ver
instantaneamente que poderia ser aplicada nas tarefas seguintes. Na segunda sessdao foram
aplicadas duas tarefas, Os berlindes do Carlos (Anexo 8) e A colecdo de moedas (Anexo 9).
Também procuravam promover a compreensao da relevancia dos arranjo visuais na descoberta
de expressGes numéricas equivalentes, sendo, neste sentido, muito semelhantes a tarefa
imediatamente anterior. Na terceira sessdo foi aplicada a tarefa Nenufares e rds (Anexo 10), que
implica o estudo de uma sequéncia que envolve um padrdo de repeticdo, tendo como grande
objetivo desenvolver a capacidade de generalizar. Esperava-se que os alunos analisassem o
padrdo e induzissem processos de generalizacdo préxima ou distante podendo, para isso, recorrer
a diferentes tipos de estratégias. Na quarta sessdo explorou-se a tarefa Smiles (Anexo 11), que
envolve uma sequéncia com um padrdao de crescimento linear, procurando desenvolver a
capacidade de generalizar, quer para valores préximos, quer distantes. A multiplicidade de formas
como poderiam ser interpretadas as figuras que constituiam a sequéncia possibilitava o recurso a
diferentes estratégias. Na quinta sessdo, aplicou-se a tarefa Os Z’s (Anexo 12) que, na sua
estrutura e objetivos, era muito semelhante a tarefa anterior, apresentando uma diferenca
apenas no tipo de padrdo apresentado ja que se trata de um padrdo de crescimento quadratico.
Na sexta e sétima sessOes foram aplicadas, respetivamente, as tarefas Os lugares (Anexo 13) e A
moldura (Anexo 14) que se inserem na tipologia dos problemas com padrées e tém como
finalidade a exploracdo de uma sequéncia que ndo é evidenciada de forma explicita,
contemplando igualmente questGes de generalizagdo proxima e distante. Todas as tarefas foram
apresentadas em contexto figurativo, pressuposto assumido na proposta didatica de Vale
colaboradores (2011a), partindo do principio que a visualizacdo é uma ferramenta que pode
facilitar a generalizacéo.

Assim, as dez tarefas implementadas distribuiram-se pelas sete sessOes observadas,
segundo a planificacdo apresentada na tabela 4. Esta fase concentrou-se em duas semanas pois,

tratando-se de um tépico do Programa, teve que se respeitar a planificagdo feita para a disciplina.
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Tabela 3 - Planificacdo das tarefas aplicadas em cada sesséo

Sessdes Tarefas Tempo Data

1.2Sessdao  Contagens visuais Qual tem mais estrelas?
Dados 1 blocode 90’ 7 de maio de 2012
Os graos de café

2.2Sessdo  Contagens visuais Os berlindes do Carlos

~ 1 blocode 90° 9 de maio de 2012
A colegdo de moedas

3.2Sessdao  Sequéncias — padrdes de Nendufares e ras
repeticao

4.2Sessdao  Sequéncias — padrdes de Smiles
crescimento

5.2Sessdo  Sequéncias — padrées de OsZ's
crescimento

6.2 Sessdo  Problemas com padrdes Os lugares 1 blocode 90’ 16 de maio de 2012

7.2Sessdao  Problemas com padrdes A moldura 1 blocode 90° 16 de maio de 2012

1blocode 90’ 9 de maio de 2012

1blocode 90’ 11 de maio de 2012

1 blocode 90" 14 de maio de 2012

Fases do Estudo e Procedimentos

O estudo decorreu entre setembro de 2011 e julho de 2013, tendo contado com a
participacdo de alunos do 6.2 ano de escolaridade, de uma Escola Bdsica Integrada situada numa
aldeia do distrito de Braga.

A primeira fase do estudo, decorreu entre setembro de 2011 e abril de 2012. Comegou-se
pela preparacdo do mesmo, em que se procedeu a elaboracdo de um projeto de tese, tendo-se,
de seguida, procedido a uma recolha bibliografica. Todo este processo foi importante para
delinear os principais objetivos do estudo, assim como para elaborar uma revisdo de literatura
inicial. Posteriormente, formalizou-se o acesso a escola e a turma. Assim, no inicio do ano letivo, a
investigadora informou a Direcdo da Escola sobre a investigacdo que pretendia desenvolver e
guais os seus objetivos. Como nesse ano letivo lecionava nessa escola somente a disciplina de
Ciéncias da Natureza, foi ultrapassado esse constrangimento através da colaboragao de um colega
que lecionava o 6.2 ano de escolaridade e que disponibilizou de imediato as suas turmas para que
a investigacdo pudesse decorrer. Assim, ainda durante o primeiro periodo, procedeu-se a
formalizagdo dos pedidos de autorizagdo para a realizagdo do estudo a Dire¢do do Agrupamento
de Escolas (Anexo 1), o qual teve um parecer favoravel. Foi também solicitada a autorizacdo dos
Encarregados de Educagdo (Anexo 2) tendo-se calendarizado uma reunido, realizada no inicio do
més de janeiro, que contou com a presenca do professor de matematica da turma e da diretora
de turma, na qual se explicitou os objetivos do estudo, a forma como o mesmo iria decorrer.
Nesta fase, procedeu-se também a caracterizacdo da turma, com base em registos de natureza
biografica e relativos ao percurso escolar dos alunos, e na aplicagdo de um questionario sobre a

Matematica a toda a turma (Anexo 3). Estas informacGes revelaram-se pertinentes na escolha dos
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alunos caso. De seguida, passou-se a sele¢do das tarefas e a elaboragdo da proposta didatica final.
Por fim, procedeu-se a selecdo dos alunos-caso, usando um conjunto de critérios previamente
definidos.

A fase seguinte, estudo em acdo, decorreu durante o més de maio de 2012. Neste periodo
procedeu-se a aplicacdo das tarefas e gravacao das sessdes observadas. Como se referiu
anteriormente, o nimero de sessOes observadas foi condicionado pelo numero de aulas
disponibilizadas pelo professor titular, tendo em conta a planificacdo delineada para a disciplina.
Assim, foram cedidas cinco aulas tendo sido observadas sete sessbes, recorrendo a duas aulas do
Laboratério de Matematica. A aplicacdo das tarefas decorreu num espaco de duas semanas, de
forma a respeitar a planificacdo da disciplina, sendo que nos dias em que havia Laboratério de
Matematica existiam duas sessdes observadas. Nesta fase, procedeu-se também a realizacdo de
entrevistas aos alunos caso, num total de trés por aluno, de acordo com a organiza¢do da
proposta didatica: a primeira apds a 2.2 sessdo; a segunda apds a 5.2 sessdo; e a terceira no final
da 7.2 sessdo. Durante esta fase, a investigadora procedeu a visualizacdo e audi¢do das gravagdes
das sessOes, transcrevendo os momentos mais relevantes. Destaca-se ainda que, com o inicio da
recolha de dados, iniciou-se também a andlise dos mesmos.

A Ultima fase do estudo correspondeu a conclusdo da analise de dados, feita de forma
detalhada, revelando-se, por isso, bastante extensa. Realizou-se a descri¢ao dos casos, recorrendo
a andlise e interpretagao das evidéncias recolhidas, através dos diversos métodos de recolha de
dados utilizados: observagao, entrevistas, questionarios, grava¢des audio e video, e analise
documental. Gradualmente, foi-se procedendo também a redag¢do do corpo da dissertagao, sendo
realizada a consulta de bibliografia considerada fundamental para a conclusdo de alguns capitulos
do documento, nomeadamente para finalizar a revisdo de literatura de forma a que esta
sustentasse toda a a¢do e opgoes metodoldgicas assumidas.

Por forma a sintetizar as fases do estudo e os procedimentos adotados em cada uma delas,
apresenta-se a calendarizacdo do estudo na tabela 5, que diferencia as trés fases anteriormente

descritas.
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Tabela 4 - Calendarizacgéo do estudo

Data Fases Procedimentos

Definigdo dos objetivos do estudo;

Pr raca tu .. o .
eparagéo do estudo Inicio da revisdo de literatura;

Pedido de autorizagdo a Dire¢do da Escola;

Pedido de autorizagdo aos Encarregados de Educacdo;
Caracterizacdo da turma;

Apresentagdo do estudo aos alunos da turma;
Aplicagdo do questionario a turma sobre a Matematica;

Acesso a escolaea
turma
setembro de 2011
a abril de 2012

Selegdo das tarefas que compGem a proposta didatica;

Submissdo da proposta didatica a um painel de
Escolha das tarefas especialistas e professores de Matematica;

Definigdo das tarefas da proposta didatica tendo em

conta as caracteristicas da turma;

Escolha dos alunos caso Sele¢do dos alunos para desenvolver os estudos de caso;

Aplicacdo das tarefas e gravagdo das sessdes observadas;
Realizacdo das entrevistas aos alunos;

maio de 2012 Estudo em agdo . . o
Visualizacdo das gravacoes;
Inicio da analise dos dados;
- = i -
junho de 2012 a Continuagao da analise dos dados;

Redacgdo da dissertagao Redacgdo do corpo da dissertagao.

julho de 2013 Revisdo final de literatura;

Analise dos dados

A andlise de dados constituiu um processo de busca e organizagdo sistematico dos dados
recolhidos através de diversas técnicas, como: observacdo, entrevista, questiondrio, gravacées
audio e video e analise documental. Numa investigacdo de natureza qualitativa é necessario
recorrer a uma grande variedade de fontes de evidéncia, o que da lugar a um grande volume de
informacdo, rica em detalhes descritivos (Patton, 2002). Isto implica a estruturacdo e
sistematizacdo dos dados, aos quais é necessdrio dar sentido para tornar compreensivel o
fendmeno em estudo, de forma a ser possivel apresenta-lo a outros (Bogdan & Biklen, 1994; Vale,
2004). Stake (2009) refere que numa investigacdo qualitativa privilegia-se a andlise indutiva, que
se traduz na procura de padrdes ou categorias que surgem das observagdes das entrevistas ou da
anadlise documental, facilitando a atribui¢ao de significado aos acontecimentos.

Para Huberman e Miles (1994) a andlise de dados é um processo ciclico e interativo,
apresentando trés fases que se encontram interligadas: (1) redugdo dos dados, em que o universo
potencial dos dados é reduzido, selecionando e transformando os dados por forma a tirar
conclusodes; (2) apresentacdo dos dados, recorrendo a tabelas, imagens, graficos, para apresentar
a informacdo de forma simples e compreensivel; e (3) conclusGes e verificacdo, em que o

investigador se envolve na interpretacao, detetando regularidades e construindo significados para
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os dados apresentados. Nesta investigacdo, a andlise de dados seguiu o modelo proposto por
estes autores.

Assim, em primeiro lugar, procedeu-se a reducao dos dados que teve inicio aquando da
fase de recolha dos mesmos, através da selecdo dos elementos mais relevantes. Os dados
recolhidos através das observacdes, das entrevistas, dos questiondrios, dos documentos e das
gravacgOes audio e video foram organizados e sujeitos a uma leitura atenta e cuidada, sendo-lhes
atribuido significado com o objetivo de encontrar respostas as questdes que orientaram a
investigacdo. Enquanto eram recolhidos os dados procedeu-se também a analise dos mesmos, na
medida em que foram ouvidas e observadas as gravacoes dudio e video como forma de completar
os relatérios de observagao, permitindo elaborar registos pertinentes que completaram também
as notas de campo. A andlise destas notas bem como das folhas de registo das tarefas, que
incluiam questiondrios sobre as mesmas, contribuiram para a estruturacdo das entrevistas a
realizar aos alunos caso. Nesta investigacdo, a analise e a recolha dos dados estiveram
intimamente relacionadas, j4 que, a medida que os dados foram recolhidos foi decorrendo
também o processo de analise, contudo, este teve mais expressao apés a conclusdo da fase de
recolha dos dados. Optou-se por organizar a analise de dados por tarefa, procurando evidéncias
de modo a construir significados, através do trabalho dos alunos selecionados como caso, mas
também do trabalho realizado pela turma. Antes da analise de cada tarefa, realizou-se a
transcricdo das entrevistas, visualizou-se as gravacdes das sessOes observadas e ouviu-se as
gravagdes audio, sendo transcritas as partes consideradas pertinentes. Foram consultadas as
notas de campo, que incluiam as evidéncias registadas no guido de observagao e as folhas de
resolucao das tarefas, que apresentavam a respetiva resolugdo das tarefas e as respostas ao
questionario. O desenrolar de todo este processo levou a recolha de uma grande quantidade de
dados, os quais tiveram que ser reduzidos. Como forma de proceder a essa reducdo, procurou-se
reconhecer regularidades e padrbées que permitissem a construcdo de categorias de andlise
(Bogdan & Biklen, 1994). Assim, os dominios considerados nesta categorizacdo foram: estratégias
de contagem, estratégias de generalizacdo, natureza das estratégias, nivel de generalizagdo e tipo
de generalizacdo, tendo para os mesmos sido estabelecidos indicadores de analise, conforme se

apresenta na tabela 5.
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Tabela 5 - Categorias e indicadores de andlise

Categorias de andlise Descrigao Referéncias
Contagemumaum O aluno conta cada elemento. Adaptado de:
e O aluno reconhece o nimero de imediato sem usar Clements,
. Subitizing percetual L. 1999; Van de
Estratégias de outro processo matematico.
: Walle, Karp,
contagem Subitizin O aluno reconhece uma disposi¢do padronizada de & Bay-
& um numero como a composicdo das partes que Williams
conceptual )y
formam um todo. 2010
Contagem O aluno desenha a figura e conta os seus elementos.
. O aluno continua a sequéncia, baseando-se nos
Recursiva . . .
termos anteriores para construir os seguintes.
Adaptado de
O aluno testa valores na regra descoberta
Barbosa,

Tentativa e Erro

anteriormente até verificar as condigGes
pretendidas.

O aluno recorre a proporcionalidade direta e utiliza

2011; Lannin,
2005; Lannin,

a . Barker, &
Sem uma parte ou termo da sequéncia como unidade, Townsend
ajuste multiplicando-a para encontrar valores mais 2006: !
. Parte distantes. !
Estratégias de . : - - - — Sasman,
i unidade O aluno recorre a proporcionalidade direta e utiliza ..
generalizagdo N . Olivier, &
Com uma parte ou termo da sequéncia como unidade Linchevski
ajuste multiplicando-a para encontrar valores mais ’
) WP para en 1999; Stacey,
distantes fazendo um ajuste do resultado. 1989
Sem O aluno usa multiplos da diferenca entre termos
Multiplo  ajuste consecutivos sem ajustar o resultado.
da Com O aluno usa multiplos da diferenga entre termos
diferenca aiuste consecutivos fazendo um ajuste do resultado
J baseando-se no contexto
O aluno identifica a regra de construcdo da
Explicita sequéncia permitindo-lhe o calculo imediato de
qualquer termo, sendo dado o nimero de ordem
As imagens apresentadas/criadas ndo sdo
.. . ~ Adaptado de:
N3o visuais fundamentais para encontrar a solugdo do ,
Garcia-Cruz &
problema. .
Natureza das - - = - Martinén,
.. L As imagens apresentadas/criadas sdo fundamentais
estratégias Visuais N 1997;
para encontrar a solugdo do problema. Presme
Mistas Evidencia o recurso as imagens apresentadas/criadas 1986 &
mas numa perspetiva de facilitagdo do célculo.
- O termo é descoberto rapidamente através de uma
Proxima .
, abordagem recursiva ou recorrendo a desenhos.
Nivel de ~ & , P Adaptado de:
R N3o é possivel a utilizagdo de desenhos ou de uma
generalizagdo ) ) . . Stacey, 1989
Distante abordagem recursiva, sendo necessario identificar a

lei de formacgao.

Tipo de
generalizagdo

Construtiva

A regra surge da identificacdo de partes ndo
sobrepostas que formam a figura inicial.

Desconstrutiva

A regra surge da identificacdo de partes que se
sobrepGem, sendo necessario subtrair esses
elementos.

Adaptado de:
Rivera &
Becker, 2008

Todo o processo desenvolvido refletiu uma analise de natureza indutiva, ja que as

categorias emergiram a partir dos dados recolhidos bem como da revisao de literatura efetuada,
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tendo sido refinados a medida que a andlise decorria. A organizacdo e condensa¢dao dos dados
levou a elaboragdo de uma andlise de cada tarefa implementada, de forma detalhada para cada
um dos alunos constituidos como caso, sendo também realizada uma analise, mas de forma mais
geral, para a turma.

A apresentacdo dos dados procurou, de uma forma simples, apresentar evidéncias das
situacOes ocorridas recorrendo aos registos dos alunos, exibindo excertos das folhas de registo
das tarefas, apresentando transcricbes e sintetizando a informacdo através de tabelas.
Apresentou-se a informacao de forma organizada de modo a facilitar a sua interpretacao.

Finalmente procedeu-se a fase de elaborac3o e verificacdo das conclusdes. A medida que se
foram analisando os dados, comecou-se a produzir significados, sendo identificadas regularidades
e padrdes, surgindo conclusdes vagas e imperfeitas que, com o decorrer do processo, se foram
tornando explicitas e fundamentadas. Contudo, as concluses sé foram redigidas apés a recolha
dos dados e depois de concluida toda a andlise dos mesmos. A fundamentacdo das conclusGes
teve como base a revisdo de literatura elaborada, a qual, na fase final, foi revista de forma a
suportar a parte empirica deste estudo. Todo o processo de analise dados permitiu a elaboracdo
das conclusdes que levaram a compreensao do fendmeno e permitiu dar respostas as questdes
do estudo.

Numa investigagdo, devem ser definidos critérios de qualidade que permitam atestar a
validade do mesmo (Vale, 2004). A validade de um estudo esta associada a uma combinagdo de
qualidades as quais Lincoln e Guba (1985, referidos por Vale, 2004) chamam de veracidade. Estes
autores propdem quatro critérios a ter conta para garantir a qualidade de um estudo:
confirmabilidade, fidefignidade, credibilidade e transferibilidade.

Para Lincoln e Guba (1985 referidos por Vale, 2004), a confirmabilidade pretende garantir
qgue as conclusdes emergiram daquela investigacdo e ndo das ideias preconcebidas do
investigador. Para atestar a confirmabilidade procedeu-se a uma andlise pormenorizada e
rigorosa de cada tarefa implementada para cada um dos alunos caso, atendendo ao contexto
turma em que estavam inseridos, apresentando-se nessa analise evidéncias das situagdes
ocorridas.

A fidedignidade tem como objetivo assegurar que o estudo apresentaria os mesmos
resultados se fosse repetido por outro investigador (Vale, 2004). Erlandson, Harris, Skipper e Allen
(1993, referidos por Vale, 2004) afirmam que, mais importante do que saber se outros
investigadores obteriam os mesmos resultados, é perceber se estdo de acordo com eles e se estes

fazem sentido. Assim, de forma a garantir a fidedignidade do estudo explicitaram-se de forma
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clara o papel da investigadora e todos os procedimentos efetuados, fazendo uma descricdo do
contexto do estudo e recorrendo a multiplas fontes de dados.

Para Vale (2004), a credibilidade é uma questdo crucial ja que procura assegurar se 0s
resultados do estudo fazem sentido quer para os participantes quer para outros leitores. Como
forma de assegurar a credibilidade, tendo em conta Vale (2004), recorreu-se a um conjunto de
procedimentos: observacao persistente, de forma a compreender e a interpretar os
acontecimentos em contexto envolvido por um processo de andlise constante; materiais
adequados revistos por um painel de especialistas; reflexdo com a orientadora e o professor
titular da turma sobre o decorrer do estudo; envolvimento dos participantes na confirmacdo dos
dados, sendo os resultados discutidos com o professor de Matematica da turma; triangulagdo dos
dados, na medida em que se recorreu a fontes diversificadas na recolha dos mesmos.

A transferibilidade refere-se a transferéncia das conclusdes a outras situa¢des (Lincoln e
Guba, 1985, referidos por Vale, 2004). Contudo, numa perspetiva qualitativa, ndo se pretendeu
com este estudo uma generalizacdo dos resultados ja que, atendendo a Ponte (1994), na
realizacdo de um estudo de caso procura-se compreender a especificidade de um fenémeno, ou
seja, proporcionar um maior conhecimento sobre um caso especifico e ndo conhecer as
propriedades gerais de uma populagdo. Assim, neste estudo, a transferibilidade estd relacionada
com a forma como determinados elementos dos resultados poderdo ser aplicados a outras
situagOes (Gravemeijer, 1994b referido por Vale, 2004). Para isso, realizou-se uma descri¢do
pormenorizada do contexto do estudo, dos participantes, da forma como o mesmo foi

desenvolvido, para permitir uma melhor compreensao dos resultados.
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CAPITULO IV - A TURMA

Neste capitulo apresentam-se aspetos relacionados com a turma que participou no estudo.
Procede-se a uma caracterizacdo geral da mesma, evidenciando também a sua relacdo com a
Matemadtica. De seguida, descrevem-se alguns episddios relevantes decorrentes da realizacdao das

tarefas.

Caracterizagao geral

O estudo decorreu numa turma do 6.2 ano de escolaridade, numa escola basica integrada
de uma freguesia do distrito de Braga, onde as principais atividades econémicas sdo a agricultura,
a industria e o comércio.

A turma era constituida por 17 alunos, seis do sexo feminino e onze do sexo masculino. No
ano letivo anterior, todos tinham pertencido a mesma turma sendo a primeira vez que estavam a
frequentar o 6.2 ano de escolaridade. Apenas um aluno apresentava uma retencdo no 1.2 ciclo. A
maioria provinha da freguesia onde se situava a escola. Somente dois dos alunos ndo tinham
irmdos, sendo os agregados familiares pequenos, com o maximo de trés filhos. Os alunos
pertenciam a uma turma que frequentava o ensino artistico, em regime articulado, na area do
Ensino da Musica.

As habilitagdes académicas da maioria dos encarregados de educagao correspondia ao 2.2
ciclo do ensino bdsico. As profissdes dos pais estavam maioritariamente relacionadas com
Servigos, pertencendo a um estrato social médio. Uma grande percentagem das maes assumia o
papel de Encarregada de Educacdo, provavelmente pelo facto de se poderem deslocar a escola
com maior facilidade, comparativamente com os pais. No entanto, quando eram convocadas
reunides em horarios extralaborais era frequente comparecer o casal.

Oito dos alunos da turma pensavam prosseguir os seus estudos e tirar um curso superior,
cinco pretendiam obter um diploma do ensino secunddrio e dois ambicionavam tirar um Curso
Profissional. Na escola, os locais de estudo da maior parte dos alunos era a Biblioteca e as salas de
aula. Muitos utilizavam o computador na Escola e em casa, sendo que, a grande maioria, tinha
acesso a internet em casa. Todos os alunos da turma frequentavam por iniciativa prépria, e/ou

em alguns casos por indicacdo dos professores, a biblioteca da escola.
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Relagao com a matematica

Nesta turma sdo vdrios os alunos que afirmam gostar da disciplina de Matematica, sendo
que doze a referem como sendo uma das suas disciplinas favoritas, contudo, varios apresentavam
dificuldades. Justificam o seu gosto pelo facto de ser uma disciplina “divertida, onde a criatividade
é infinita”, que “se pode aprender de forma divertida”, aprendendo “a linguagem matemdtica e a
fazer contas”. Justificam, também, gostar de Matemadtica porque gostam de “pensar e resolver
problemas” e “fazer contas”, mas admitem ser uma disciplina dificil. Reconhecem a importancia
da Matemadtica no seu futuro, associando isso quer ao gosto pela disciplina, quer ao prdéprio
conceito de Matematica, que relacionam com os conteldos aprendidos, nomeadamente o cdlculo
e a resolucdo de problemas, e com o raciocinio. Afirmam ser “um mundo de contas”, “onde é
para fazer contas e problemas” e ajuda a “ter mais raciocinio”. Contudo, verifica-se alguma
dificuldade em definir a concecdo que tém sobre esta drea do saber ja que trés alunos nao
responderam a questdo “o que é para ti Matemadtica?”. Esta associacdo do conceito de
Matemadtica aos conteudos lecionados também é visivel quando questionados sobre o que
pensam quando ouvem a palavra Matematica. Os alunos responderam que pensam em calculos,
contas, problemas, exercicios, nUmeros, os simbolos das operacSes e até em aprender coisas
novas. O que mais gostam de fazer em Matematica sdo calculos, exercicios de aplicacdo,
problemas, aprender “coisas novas”, de “pensar, porque desenvolve o pensamento”. Em
contrapartida, referiram que ndo gostam de ndo compreender a matéria, alguns de “sé dar
matéria e ndo fazer exercicios”, outros afirmam ndo gostar de exercicios muito faceis porque
exigem pouco, enquanto outros afirmam gostar de tudo.

Nas respostas anteriores os alunos expressaram sentimentos positivos face a Matematica.
Contudo, quando questionados sobre como se sentem perante uma tarefa, foram identificados
dois grupos na turma, um que se mostrava muito a vontade e outro que revelava algum
incémodo. A maioria afirma sentir-se bem perante uma tarefa porque aprendiam coisas novas,
porque, quer seja facil ou dificil, tém que conseguir fazer, ja que gostam de pensar e gostam de as
resolver. Em contrapartida, seis alunos revelam algum receio perante tarefas matematicas,
afirmando ficar nervosos e stressados porque ndo sabem o que é e temem errar, dois disseram
mesmo ter medo do grau de dificuldade. E de salientar que estes alunos que revelaram
desconforto perante uma tarefa matematica sdo alunos que evidenciam dificuldades na disciplina.

Assim, embora se identifiquem estes receios perante a resolucdo de tarefas matematicas,
de uma forma geral, a turma apresenta uma boa relagdo com a Matematica, revelando gosto e

entusiasmo pela disciplina.
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Exploragao das tarefas

Nesta seccdo apresenta-se o trabalho desenvolvido pelos alunos da turma ao longo da
implementacdo das tarefas, sendo feita uma andlise da exploragdo das tarefas com incidéncias

nas estratégias utilizadas e nas dificuldades reveladas.

Tarefa 1: Qual tem mais estrelas?

A tarefa Qual tem mais estrelas? (Anexo 5) insere-se nas experiéncias prévias de contagem,
com suporte visual, e tem como principal objetivo o desenvolvimento da capacidade de contagem
rapida e da capacidade de ver instantaneamente. A disposi¢cdo espacial das estrelas apresentadas
nos cartdes, promove o reconhecimento de padrdes que poderdo conduzir a diferentes modos de
ver e consequentemente a diferentes formas de contagem.

Os alunos realizaram a tarefa individualmente, trabalhando de forma auténoma, num clima
de sossego e concentracdo. Verificou-se que estavam motivados, empenhando-se na resolucdo da
tarefa. Durante o seu desenvolvimento, que durou cerca de vinte minutos, a investigadora foi
circulando pela sala apercebendo-se que os alunos realizavam a tarefa sem dificuldades
aparentes. Depois de realizada a tarefa, passou-se a discussao em grande grupo, tendo para isso
sido utilizado o quadro interativo. Varios alunos apresentaram a sua resolucdo e explicaram o seu
raciocinio, tendo a turma compreendido as diferentes propostas.

Na resolugdo desta tarefa, apenas um aluno usou a contagem um a um para descobrir o
numero de estrelas de cada cartdo, aplicando assim uma estratégia ndo visual ja que ndo recorreu
a imagens mentais. Todos os outros alunos utilizaram subitizing conceptual para encontrar o
numero de estrelas, tendo reconhecido padrdes na disposicdo dos elementos, identificando que o
todo resulta da composicdao de varias partes. Nestes casos recorreram a uma estratégia de
natureza visual ja que as imagens foram fundamentais para a resolugao da tarefa. Contudo, viram
as figuras de formas diferentes. Os varios arranjos surgiram da conceptualiza¢do de cada aluno
das relagdes parte-parte-todo. V.l. observou cada padrdo decompondo-o em grupos verticais
(figura 5), enquanto que M.R. usou uma estratégia similar mas formando grupos horizontalmente.
P.L., como a maioria dos alunos, formou agrupamentos segundo a disposicdo das estrelas
sugeridas nos cartdes, tendo assim por base a proximidade dos elementos (figura 5). Destaca-se
C.P. que apresentou uma estratégia mista (figura 5) pois, apesar de recorrer ao subitizing
conceptual, formou os grupos de modo a encontrar nimeros de referéncia como o dois e o cinco,

na perspetiva de facilitar o calculo mental (figura 6).
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Figura 5. Resolugdo apresentada, respetivamente, por V.l., P.L. e C.P., na tarefa “Qual tem mais estrelas?”

Y
e

Figura 6. Justificagdo apresentada por C.P. para a escolha da estratégia de resolugéo.

O cartdo que a maioria dos alunos considerou ter conduzido a uma contagem mais rapida
foi o C, por ter um menor nimero de estrelas, o que permitiu uma aplicacdo mais facil do
subitizing. Quase todos os alunos referiram o cartdo D como sendo aquele em que demoraram
mais tempo a efetuar a contagem, apresentando como justificacdo a distribuicdo e a quantidade
de estrelas.

Relativamente as dificuldades apresentadas nesta tarefa verificou-se que alguns alunos
referiam que tiveram dificuldades em explicar o seu raciocinio enquanto que outros relataram
que tiveram dificuldade em efetuar a contagem. Destes, um teve mais dificuldades nos cartdes B

e D e os restantes tiveram dificuldades em contar o nimero de estrelas do cartdo D.

Tarefa 2: Dados

A tarefa Dados (Anexo 6) cumpre objetivos similares a anterior. A disposicdo dos dados e
das respetivas pintas poderdo conduzir a diferentes modos de ver e consequentemente a
diferentes expressdes numéricas que traduzam o processo de contagem.

Apds o esclarecimento de todas as duvidas os alunos resolveram a tarefa, individualmente,
num ambiente sossegado e de forma empenhada. No final, procedeu-se a exploracdo/discussdo
da tarefa em grande grupo, com auxilio do quadro interativo, tendo-se verificado que os alunos
encontraram varias expressdes numéricas diferentes e que compreenderam as diferentes formas
de “ver” que levaram a sua formulacdo.

Todos os alunos reconheceram automaticamente o nimero de pintas de cada dado sem ter
gue as contar, recorrendo ao subitizing percetual. Cada dado tinha um ndmero de pintas igual ou
a inferior a seis, apresentando assim quantidades e distribuicdes espaciais que permitiam a

mobilizacdo do subitizing, sendo assim cada dado entendido como um todo. Contudo,
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visualizaram o conjunto dos dados de diferentes formas o que levou a construcdo de diferentes
expressdes numéricas.

M.D., como quase todos os alunos da turma, reconheceu dobros no conjunto dos dados,
emparelhando dados com o mesmo nimero de pintas (figura 7). No entanto, tendo em conta a
expressdao numérica apresentada, verifica-se que M.D. viu a figura na horizontal (figura 7), ja C.T.
viu a figura numa disposicdo vertical (figura 7), enquanto que A.A. viu a figura também por
subconjuntos mas agrupando as partes iguais (figura 7). Como exemplos de alunos que ndo
recorreram aos dobros temos G.C. que visualizou cada dado individualmente juntando-os numa

disposicdo horizontal (figura 8).
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Figura 7. Resolugdo apresentada, respetivamente, por M.D., C.T e A.A. na tarefa “Dados”
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Figura 8. Resolugdo apresentada por G.C. na tarefa “Dados”
P.L. optou por agrupar todos os dados com a mesma quantidade, recorrendo a
multiplicacdo para elaborar a expressdo numeérica (figura 9).
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Figura 9. Resolugdo apresentada por P.L. na tarefa “Dados”

A expressdo numérica de P.L. (figura 9) permite verificar que ndo existe uma correta
interpretacdo da imagem. Revela a existéncia de seis grupos de 4, trés grupos de 4 e um grupo de
4 quando, na figura, sdo identificados quatro grupos de 6, quatro grupos de 3 e quatro grupos de
1. Esta situagdo podera dever-se ao facto de os alunos estarem habituados a trabalhar em
contexto numérico em que, segundo a propriedade comutativa, a ordem dos fatores ndo altera o
valor do produto. Revela que estdo habituados a manipular os numeros de forma
descontextualizada, o que é o caso nesta situagao.

Na base destes raciocinios, apesar da forma de ver ser diferente, temos o subitizing
conceptual pois identificam que o todo resulta da composi¢cdo das partes, partes essas que foram

reconhecidas com o subitizing percetual. A maioria dos alunos referiram que ndo tiveram
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dificuldades na resolucdo da tarefa. Os restantes apontaram como dificuldade a interpretacdo do
enunciado e apenas um aluno referiu que teve dificuldades na contagem. Apesar de alguns alunos
revelarem alguma tendéncia para o trabalho em contexto numérico descontextualizado da
representacdo apresentada na tarefa, a maioria recorreu a estratégias de contagem visuais, ja que

a distribuicao das pintas influenciou a contagem.

Tarefa 3: Os graos de café

A tarefa Os grdos de café (Anexo 7) insere-se no ambito das contagens visuais tendo como
finalidade o reconhecimento de padrdes, em varias disposi¢cdes, de modo a facilitar a contagem.
As tarefas anteriores contribuiram para o desenvolvimento da capacidade de ver
instantaneamente que poderd ser mobilizada na resolucdo desta proposta.

A implementacdo e desenvolvimento da tarefa ndo decorreu num ambiente tdo sossegado
como seria de esperar, pois os alunos comegaram a evidenciar inquietude com a proximidade do
final da aula. Mesmo assim, demonstraram empenho e interesse na sua resolucdo. Sendo esta a
terceira tarefa proposta na aula, ndo foi possivel realizar a sua discussdo no mesmo dia devido a
falta de tempo, tendo esta fase ficado adiada para a aula seguinte. Ao longo da resolugdo da
tarefa verificou-se que, tal como nas sessGes anteriores, os alunos tinham dificuldades em
explicar o seu raciocinio, solicitando muitas vezes a presenga da investigadora na tentativa de
validarem as suas justifica¢cdes

Na resolugdo da tarefa, A.O. efetuou a contagem um a um para descobrir o niumero de
graos de café, utilizando assim uma estratégia de natureza nao visual, ja que ndo recorreu a
imagem para formular o seu raciocinio. Salienta-se que este aluno ja tinha recorrido a esta
estratégia na primeira tarefa. Todos os outros alunos recorreram ao subitizing conceptual para
encontrar o numero de graos de café, reconhecendo padrdes na sua disposicado e identificando o
todo como resultado da composicdo de varias partes. Nesta primeira abordagem a figura
(questdo 1) verificou-se que quase todos a viram numa disposicdo linear. De entre estes, houve
igual nimero de alunos a visualizar a figura numa disposi¢do linear na horizontal (figura 10), na
vertical (figura 10) e na diagonal (figura 10). Apenas C.T. manteve a coluna central, formando
grupos de 3 com os restantes grdos de café (figura 10). A estratégia usada por C.T. evidencia a

ideia de simetria.
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Figura 10. Resolugdo apresentada, respetivamente, por R.B., S.B., F.M. e C.T., na tarefa “Os grdos de café”

A visualizacdo da figura numa disposicao linear voltou a repetir-se na questao 2. Apesar de
os alunos que visualizaram a figura numa disposicao linear na horizontal serem em maior numero.
Salienta-se que, mesmo na disposicdo linear na horizontal e na vertical, foram evidenciadas
diferentes formas de ver. Na disposicdo linear na horizontal, analisando a expressdo numérica,
verifica-se que G.C. viu dobros na imagem (figura 11), juntando conjuntos com igual nimero de
elementos, enquanto que R.B. viu a figura linha a linha (figura 11). O mesmo se verificou na
disposicao linear na vertical, tendo alguns alunos visto na figura dobros e outros registado os
valores coluna a coluna. Salienta-se que M.R. apresentou uma estratégia de natureza mista (figura
11). Apesar de recorrer ao subitizing conceptual, formou os grupos de modo a encontrar um

numero de referéncia, o cinco, na perspetiva de facilitar o cdlculo mental.
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Figura 11. Resolugdo apresentada, respetivamente, por G.C., R.B. e M.R. na tarefa “Os grdos de café”

Analisando as expressdes numeéricas que vado surgindo nas diferentes resolucdes (por
exemplo figura 10), verifica-se que continuam a surgir situacGes em que estas ndo correspondem
ao contexto figurativo apresentado, revelando a inexisténcia de paralelismo entre a componente
visual e a componente numérica. Apesar de em termos numéricos conduzir ao numero total de
berlindes, ndo traduz a visualiza¢gdo da imagem apresentada pelos alunos.

Na resolugdo da terceira questdo, alguns alunos conseguiram concluir que as diferentes
expressdes resultaram de diferentes processos de contagem. Os restantes apenas referiram que
as expressdes numéricas representavam o numero 25, sem estabelecerem uma relagdo com a
contagem e com as diferentes formas de ver a figura.

Metade dos alunos consideraram que chegaram mais rapidamente ao resultado com a
primeira expressdao que formularam e a outra metade considera que foi com a segunda
expressao. Analisando essas expressdes verifica-se que a disposicdo linear na horizontal foi a

forma de ver que consideraram mais rapida na descoberta do nimero de grados de café, porque
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essa forma de ver a figura conduziu a calculos mais faceis. Mais de metade dos alunos afirmou
nao ter sentido dificuldades na realizagcdo da tarefa. Os restantes apontaram como dificuldades a
compreensao do enunciado da questdo dois, na resolucdo da questdo trés e apenas um sentiu

dificuldades na contagem.

Tarefa 4: Os berlindes do Carlos

A tarefa Os berlindes do Carlos (Anexo 8) insere-se nas contagens visuais, tendo como
finalidade o reconhecimento de padrdes em varias disposicdes de modo a facilitar a contagem. A
disposicdo espacial dos Dberlindes potencia diferentes formas de Vvisualizacdo e,
consequentemente, a formulacdo de diferentes expressdes numéricas que traduzam o processo
de contagem. Procura promover a compreensao da relevancia do arranjo visual na descoberta de
expressGes numéricas mais simples e intuitivas, sendo neste sentido muito semelhante proposta
anterior (Os grdos de café).

Apos a agitacdo inicial da entrega/apresentacdo da tarefa e do esclarecimento de duvidas,
os alunos trabalharam individualmente, de forma auténoma e empenhada, tendo reagido bem a
proposta.

Na parte final da resolucdo da tarefa, notou-se que os alunos comecaram a ficar mais
agitados pois procuravam saber quantas formas de contar os berlindes tinham os colegas
conseguido encontrar. Tal como nas tarefas anteriores, foi realizada a discussdao em grande grupo,
tendo varios alunos vindo ao quadro apresentar a sua resolugdo, explicando o seu raciocinio. Apds
este momento de discussao, a investigadora apresentou uma outra forma de visualizar o conjunto
de berlindes através da expressdao numérica que |lhe estava associada, de forma a antecipar a
questdo da proxima tarefa. Neste caso, os alunos deviam identificar, através da expressdo
numérica, a forma como a figura tinha sido visualizada. Assim, a investigadora apresentou a
expressdao numérica 6 X 6 — 2 X 4, a partir da qual alguns alunos descobriram que correspondia a
um quadrado 6 X 6 berlindes, ao qual seriam retirados os berlindes em falta para completar o
guadrado.

Na resolucdo desta tarefa surgiram varias expressGes numéricas que resultaram de
diferentes formas de visualizar a figura, tendo os alunos recorrido ao subitizing conceptual para
encontrar o numero de berlindes. Contudo, viram a disposicdo dos berlindes de modos diferentes

ja que o padrao foi reconhecido através da composicao de diferentes agrupamentos.
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Na questdo 1, a maioria dos alunos visualizou na figura arranjos retangulares, identificando
diferentes agrupamentos. S.L. e A.A. (figura 12) viram a figura decomposta em disposicdes
retangulares formando grupos de 8 e de 12. A.O. agrupou os berlindes em quadrados de
dimensdes 2x2 (figura 12). P.L. foi o Unico a ver a figura, com base numa disposi¢do retangular
(dois quadrados de dimensdes 4x4) com sobreposicdo, tendo necessidade de proceder a um

ajuste no cdlculo, retirando os elementos repetidos (figura 12).
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Figura 12. Resolugdo apresentada, respetivamente, por S.L., A.A., A.O. e P.L. na tarefa “Os berlindes do

Carlos”

Outros alunos procuraram formar grupos com o mesmo numero de elementos. M.R.
decompds a figura em catorze grupos de 2 elementos (figura 13) e G.C. visualizou os berlindes
distribuidos em dois grupos com 14 elementos (figura 13). Por fim, destaca-se C.T. que visualizou
na figura arranjos lineares, dispostos verticalmente e arranjos retangulares (quadrado de

dimensdes 2x2), juntando na expressdao numérica estas duas componentes (figura 13).
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Figura 13. Resolucdo apresentada, respetivamente, por M.R., G.C., C.T. na tarefa “Os berlindes do Carlos”

Na questdo 2 surgiram varias expressdes numéricas. Algumas ja tinham sido apresentadas,
outras surgiram apenas na resolu¢cdo desta questdo, como foi o caso da identificagdo de
disposi¢Ges lineares na horizontal, na vertical e na diagonal, bem como alguns arranjos
retangulares.

Nesta segunda abordagem (figura 14), C.T. apresentou quatro hipdteses que ndo surgiram
na resolucdo da questdo 1: (1) Disposicdo linear na horizontal (representado a vermelho na figura

14); (2) Disposicdo linear na diagonal (representado a verde na figura 14); (3) Disposicdo linear na
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diagonal (representado a laranja na figura 14); (4) Disposi¢do retangular com grupos de 16, de 8 e

de 4 elementos (representado a azul na figura 14).
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Figura 14. Resolucdo apresentada por C.T. na tarefa “Os berlindes do Carlos” (questdo2)

A.A. também apresentou diversas formas de contagem (figura 15), sendo que foi o Unico a
visualizar a figura conjugando a disposi¢do linear na horizontal e na vertical (destacado a azul na

figura 15). Este arranjo é mais complexo.
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Figura 15. Resolugdo apresentada por A.A. na tarefa “Os berlindes do Carlos” (questdo 2)

Analisando as expressdes numéricas propostas nas diferentes resolucGes (por exemplo
figuras 12, 13 e 14), verifica-se que continuam a surgir situacées em que a expressdao numérica
nao corresponde ao contexto figurativo apresentado, situagdo muito frequente nesta tarefa.
Apesar de em termos numéricos conduzirem ao numero total de berlindes, ndo traduzem a
visualizacao da imagem apresentada pelos alunos.

Na resolucdo da questdo 3 alguns alunos continuaram a concluir que as expressdes
numeéricas representavam o numero 28 ou que conduziam ao mesmo resultado. Dos restantes
alunos, alguns conseguiram concluir que representam vdrias formas de resolver a tarefa e outros
que sdo expressoes equivalentes.

Analisando as expressdes apresentadas pelos alunos, verifica-se que a visualizagdo da figura
composta por grupos de 4 foi a forma de ver considerada por eles mais rapida na descoberta do
numero de berlindes. Contudo, alguns alunos associaram essa rapidez ao célculo, referindo que
“tinham cdlculos mais faceis, mais rapidos de resolver”. Quando questionados sobre a forma mais

facil de efetuar a contagem, a maioria voltou a referir os agrupamentos, nomeadamente os de 4.
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Continua a verificar-se uma vincada preocupacdo dos alunos com o contexto numérico, ja que
metade deles identificou essa opgdao como a mais simples pelo facto de conduzir a calculos mais
faceis. Quase todos os alunos afirmaram nao ter sentido dificuldades na realizacdo da tarefa.
Apenas um referiu como dificuldade encontrar outras formas de contagem e outro especificou
dificuldades numa forma particular de contar os berlindes, representada na figura 15. Continua a
verificar-se que, apesar de revelarem preocupacdo com o trabalho em contexto numérico,
apresentando por vezes expressdes descontextualizadas da representacdo apresentada, na
resolucdo da tarefa os alunos recorreram, praticamente na totalidade, a estratégias de contagem

de natureza visual.

Tarefa 5: A cole¢ao de moedas

A tarefa A colecdo de moedas (Anexo 9) insere-se nas contagens visuais, tendo como
finalidade o reconhecimento de padrdes em varias disposicdes de modo a facilitar a contagem. O
arranjo das moedas potencia diferentes formas de ver, podendo conduzir a formulacdo de
expressées numéricas diversificadas mas equivalentes. Procura-se, também, promover a
compreensdo da relevancia do arranjo visual na descoberta de expressGes numéricas mais
simples, intuitivas e com significado.

Foram esclarecidas todas as questdes, acrescentando que as zonas da imagem que estavam
em branco correspondiam a espagos sem moedas, estando as restantes preenchidas por moedas.
Apds este esclarecimento, os alunos ndao apresentaram duvidas e, ultrapassada a agita¢do inicial
da entrega da tarefa, trabalharam individualmente, tendo reagido bem a proposta. No final, tal
como nas tarefas anteriores, foi realizada a discussdao em grande grupo, tendo varios alunos
apresentado a sua resolugdo no quadro, explicando o seu raciocinio aos colegas.

Para encontrarem o nimero de moedas, os alunos recorreram a estratégias de natureza
diferente. Na questdo 1, M.R. efetuou contagem um a um, utilizando assim uma estratégia de
natureza ndo visual. Esta estratégia também foi utilizada por A.A. e por R.B. na resolucdo da
questdo 2. Os restantes alunos utilizaram estratégias de contagem visuais, tendo recorrido ao
subitizing conceptual para descobrir o numero de moedas. Contudo, as diferentes
conceptualizacbes das relacbes parte-parte-todo de cada aluno permitiram que surgissem
diferentes agrupamentos.

Apesar de nesta tarefa ndo ter sido pedido que apresentassem uma expressao numérica

que traduzisse a contagem, verificou-se que todos os alunos recorreram a expressdées numeéricas,
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com excecgao das questdes em que utilizaram a contagem um a um. Esta escolha podera ter sido
condicionada pela estrutura das tarefas anteriores.

Na resolucdo das questdes 1 e 2 predominaram as estratégias baseadas na ideia de
construcdo da figura como o resultado da reunido de todas as moedas (figuras 16 e 17). S.L.
reconheceu a imagem como a juncao de seis cartées, identificando o nimero de moedas em cada
um. F.M. visualizou também a figura composta por seis cartdes, mas encontrou neles nimeros de
referéncia como o 10 e o 5 (figura 16). V.I. visualizou também seis cartdes mas deslocou moedas
para completar os espacos vazios e perfazer conjuntos de 20 elementos (figura 17); R.M.
visualizou as moedas numa disposi¢ao linear na horizontal, identificando linhas completas.
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Figura 17. Resolugdo apresentada por V.l. na tarefa “A cole¢do de moedas”

Contudo, alguns alunos recorreram a estratégias baseadas na ideia de desconstrucdo da
figura, identificando o todo como juncdo das partes mas sendo necessario um processo de
subtracdo dos espacos sem moedas. Foi o caso de A.A. que reconheceu seis cartdes completos

aos quais subtraiu os espacos vazios (figura 18).
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Figura 18. Resolucdo apresentada por A.A. na tarefa “A cole¢do de moedas”
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Verificou-se que os alunos evidenciaram dificuldades na resolu¢do da questdo 3, sendo que
a maioria ndo conseguiu interpretar o significado da expressdao numérica apresentada tendo por
base a visualizacdo da figura, por ndo estabelecerem um paralelismo entre a componente visual e
a componente numérica. Esta dificuldade foi percetivel durante a resolucdo da tarefa, e, numa
tentativa de facilitar a sua resolucdo, a investigadora alertou para o facto de a expressao
representar doze grupos de 5 elementos e ndo cinco grupos de 12 elementos, tendo também
enfatizado a existéncia de vdrias formas de visualizar a figura. Mesmo assim, alguns alunos
consideraram que a expressao numérica representava cinco grupos de 12 elementos, como é o
caso de C.T. (figura 19). A maioria dos alunos apenas tentou fazer uma interpretacido da expressdo
sem associar ao contexto figurativo, sendo que alguns apenas efetuaram o calculo, verificando
que o resultado era 67 moedas. Estes alunos apresentaram dificuldades em manipular os
numeros associados a um contexto figurativo, situacdo que se revelou como um obstaculo a
correta resolucdo desta questdo. Contudo, destacou-se um pequeno grupo de alunos que
conseguiu identificar na figura a visualizacdo que correspondia a expressdo numérica

apresentada, fundamentando o seu significado.
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Figura 19. Resolugdo apresentada por C.T. na questdo 3 da tarefa “A cole¢do de moedas”

Analisando as expressdes numéricas que os alunos formularam, verificou-se que a
visualizacdo da imagem como a jungdo de seis cartdes foi aquela que a maioria considerou como
sendo a mais rapida para efetuar a contagem. Contudo, a visualizacdo da figura em seis cartdes,
quer identificando as moedas numa disposicdo linear, quer transferindo moedas para completar
0s espacgos vazios ou identificando nimeros de referéncia como o 10 ou o 5, também foram
referidas como permitindo uma contagem rapida.

Apenas trés alunos afirmaram ndo ter sentido dificuldades na realizacdo da tarefa. Dos
restantes, a maioria refere ter sentido dificuldades na resolugdo da questdo 3 porque nado

conseguiam “descobrir nos dlbuns o que significava a expressdo numérica” e porque
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consideravam existir “mais do que uma hipdtese para resolver o problema”. Quando
questionados sobre o que aprenderam com esta tarefa alguns alunos referiram a existéncia de
diversas formas de resolucdao mas nao estabeleceram uma ligacdo com diferentes modos de ver,
outros fizeram referéncia as estratégias de contagem utilizadas. Destacaram também ter
aprendido que existem expressdes numéricas equivalentes. Continuou a verificar-se que, na
resolucdo da tarefa, os alunos recorreram, praticamente na totalidade, a estratégias de contagem
visual, apesar de revelarem tendéncia para o trabalho em contexto numérico descontextualizado

da representacao apresentada, refletido principalmente na formulacdo das multiplicacées.

Tarefa 6: Nenufares e ras

A tarefa Nendfares e rds (Anexo 10) implica o estudo de uma sequéncia que envolve um
padrdo de repeticdo. Tem como objetivo desenvolver a capacidade de reconhecer, descobrir,
continuar, completar e generalizar padrdes, contemplando questdes de generalizacdo proxima e
distante. Os alunos devem reconhecer o motivo que se repete, sendo neste padrdo do tipo AAB,
identificar que é constituido por trés elementos, assim como extrair da estrutura do padrdo
relaces entre as varias figuras (termos) e a ordem que ocupam na sequéncia.

As questGes que suscitaram mais duvidas aos alunos no momento da leitura forama 2, 3, 4
e 9. Alguns manifestaram dificuldades em compreender o que se pretendia com o nimero de
grupos repetidos. Foi explicado que esta era uma sequéncia de repeti¢do, surgindo assim um
grupo que se vai repetindo ao longo da mesma. Ja era expectavel que a questdo 9 trouxesse
dificuldades ja que os alunos ndo tinham experiéncia na utilizacdo de varidveis. Foi explicado que
se pretendia saber o nimero de elementos (nenufares, rds e total) para um nimero qualquer de
grupos repetidos, sendo esse nimero qualquer representado por uma letra.

Apesar de terem sido esclarecidas todas as duvidas que surgiram aquando da leitura inicial
da tarefa, ao longo da resolucdo foram necessarios mais esclarecimentos. Nas questdes 3 e 6 0s
alunos nao sabiam se deveriam considerar os grupos de repeticdo completos ou incompletos,
cada um resolveu da forma como interpretou a sequéncia. Na questdo 7 confundiram 30 grupos
repetidos com 30 elementos na sequéncia. J& na questdo 8 ndo conseguiam encontrar uma
estratégia que lhes permitisse chegar a solucdo, pelo facto de estar envolvida a reversibilidade do
pensamento. Por fim, na questdao 9 os alunos tiveram dificuldades em compreender o significado

da letra N e consequentemente na formulagdo de uma expressao algébrica.
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Verificou-se que quase todos os alunos reconheceram o motivo que se repetia na
sequéncia: nenufar, nenufar, ra. Alguns descreveram esse motivo utilizando palavras enquanto
outros o desenharam. Apenas trés alunos nao o identificaram.

Nas questdes 1, 3 e 4, que envolviam a generalizacdo prdxima, verificou-se que
predominou a estratégia recursiva. Quase todos os alunos optaram por continuar a sequéncia até
encontrar os elementos solicitados. Na questdo 1, verificou-se, em varios casos, que nao
completaram o grupo de repeticao, desenhando ou considerando apenas o primeiro elemento
gue o constituia. Apenas um aluno continuou a sequéncia completando o grupo de repeticdo do
qgual fazia parte o 13.2 elemento. Na questdo 3, todos os alunos consideraram o grupo de
repeticdo completo, ja que referiram existir 7 rds e 7 grupos completos, com a exce¢do de um
aluno que afirmou existirem 6 ras, tendo parado nos 14 nenufares.

Contudo, surgiram outras estratégias nas questdes de generalizacdo proxima. Um aluno
usou a estratégia Parte Unidade com ajuste para descobrir 0 13.2 elemento da sequéncia (questdo
1). Recorreu ao grupo de repeticdo como unidade e considerou multiplos até se aproximar de 13,
fazendo depois um ajuste. Na resolucdo da questdo 4, alguns alunos recorreram a estratégia Parte
Unidade sem ajuste, pois usaram parte da sequéncia (os seis primeiros termos apresentados) para
obter o 30.2 elemento, através de um raciocinio proporcional (figura 20). Alguns alunos
conseguiram interiorizar a estrutura do padrdo, estabelecendo rela¢des entre os varios elementos
e a ordem que ocupavam na sequéncia, usando assim a estratégia explicita para resolver as
questdes 3 e 4. Destaca-se P.L. como o Unico aluno a recorrer a esta estratégia na resolugdo de
todas as questdes de generalizagdo préxima (figura 21).
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Figura 20. Resolugdo apresentada por F.M. na questdo 4 da tarefa “Nenufares e ras”
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1. Qual é 0 13.2 elemento da sequéncia? Como pensaste?
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4. Na trigésima posigdo encontra-se um nentfar ou uma ré? Como sabes?
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Figura 21. Resolugdo apresentada por P.L. nas questdes 1, 3 e 4 da tarefa “Nendufares e ras”

A estratégia recursiva, apesar de ndo ser a mais expedita, voltou a ser utilizada, apesar de
em menor nimero, em questdes que envolviam elementos de ordem mais elevada (questdes 5 e
6). Na questdo 5, alguns alunos continuaram a sequéncia até encontrarem 17 rds, e na questdo 6
até obter os 71 nendufares. Na questdo 7, esta situacdo ndo foi tdo expressiva ja que apenas um
aluno recorreu a esta estratégia.

A maioria dos alunos aplicou a estratégia explicita para resolver as questdes de
generalizacdo distante (questdes 5, 6, e 7). Alguns explicaram as relacGes entre os varios
elementos da sequéncia e identificaram uma regra, enquanto outros, apesar de ndo explicarem a
regra descoberta, evidenciaram na resolucdo ter compreendido a estrutura do padrdo, o que lhes
permitiu responder corretamente.

Os alunos conseguiram identificar que o nuimero de ras é igual ao numero de grupos
repetidos, enquanto que o nimero de nenufares é o dobro do nimero de grupos repetidos. A
maioria dos alunos concluiu que o numero total de elementos corresponde a soma das ras e dos
nenufares, enquanto que outros reconheceram o nimero total de elementos como sendo o triplo
do numero de grupos repetidos.

Como ja se referiu, apesar de na questdo 3 quase todos os alunos terem considerado o
grupo de repeticdo completo, na questdao 6 a maioria considerou o grupo de repeticao
incompleto, afirmando existirem 35 ras e 35 grupos repetidos, o que significa que pararam no 712
nenufar. Apenas quatro consideraram existir 36 rds e 36 grupos repetidos, completando a
unidade de repeticao.

A questdo 8 implica, para além da generalizacdo distante, a reversibilidade do pensamento,
facto que podera ter levado varios alunos a resolugdes incorretas. Um aluno resolveu todas as
questdes anteriores através da estratégia recursiva, ndo conseguindo nesta questdo aplicar a
mesma estratégia. O restante dos alunos que apresentaram resolugdes incorretas, apesar de em

questOes anteriores terem utilizado a estratégia explicita, ndo conseguiram aplicar a regra

70



descoberta, evidenciando dificuldades na reversibilidade no pensamento. Alguns alunos dividiram
o numero total de elementos por dois, possivelmente porque esse era o nimero de elementos na
sequéncia (nenufares e ras), e consideraram que esse era o numero de nenufares, sendo o
numero de ras metade desse valor. Contudo, varios alunos foram capazes de resolver a questdo 8

aplicando a regra utilizada anteriormente, revelando reversibilidade no pensamento (figura 22).

Figura 22. Resolugdo apresentada por C.P. na questdo 8 da tarefa “Nenufares e rds”

Na questdo 9, as dificuldades foram ainda maiores, como era expectavel, sendo que
metade da turma ndo conseguiu resolver a questdo de forma correta. A maioria justificou as
regras por palavras (figura 23) e apenas dois apresentam uma expressdo algébrica que traduzia a

generalizagdo (figura 24).

Figura 23. Resolugdo apresentada por C.P. para a questdo 9 da tarefa “Nenufares e ras”
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Figura 24. Resolugdo apresentada por P.L. para a questdo 9 da tarefa “Nenufares e ras”

Fazendo uma sintese do trabalho desenvolvido, foram utilizadas as seguintes estratégias:
Recursiva (R), Parte Unidade com ajuste (PUCA) e sem ajuste (PUSA) e Explicita (E), sendo algumas
estratégias inseridas na categoria Ndo categorizado devido a falta de explicitacdo do raciocinio.
Verifica-se que nas questdes de generalizacdo proxima dominou a estratégia recursiva, enquanto

gue nas questdes de generalizacdo distante predominou a estratégia explicita.

”

Tabela 6 - Estratégias aplicadas pelos alunos da turma na resolucéo da tarefa “Nentifares e rés

Estratégias de generalizagdo

Questbes ¢ PUCA PUSA E NC
L 14 1 i 1 i Generalizagdo
3 11 - - 5 - A
4 9 i 3 4 i proxima
> > i i 8 3 Generalizagdo
6 3 i i 10 3 distante
7 1 11 4
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Mais de metade dos alunos afirmou ter sentido dificuldades na resolucdo da questdo 9,
pois ndo percebiam o que era pedido. Também referiram dificuldades nas questdes 6 e 8, no
primeiro caso porque obtinham um valor decimal para o nimero de rds, no segundo caso devido
a ordem de grandeza do valor apresentado. Quando questionados sobre o que aprenderam com
esta tarefa, vdrios alunos referiram ter aprendido a trabalhar com sequéncias. Um salientou a
importancia da analise dos padrdes que compdem uma sequéncia, ja que afirmou que “é preciso

conseguir visualizar uma imagem para conseguir compreender melhor”.

Tarefa 7: Smiles

A tarefa Smiles (Anexo 11) implica o estudo de uma sequéncia que envolve um padrdo
figurativo de crescimento. Contempla questGes de generalizagdo proxima e distante, incluindo a
representacdo simbdlica, e permite multiplas interpretacbes das figuras que constituem a
sequéncia, possibilitando o recurso a diferentes estratégias.

Os alunos apresentaram varias duvidas nas diversas questdes, quer no momento da leitura,
quer durante a resolucdo. Alguns manifestaram dificuldades na compreensao do enunciado mas o
principal impedimento prendeu-se com a resolucdo e a descoberta de estratégias apropriadas
para conseguirem responder a questdes em que a ordem fosse elevada. Vdrios alunos
evidenciaram dificuldades em visualizar a estrutura do padrdo, o que dificultou as questdes de
generalizagdo distante. Facilmente identificaram a diferenca entre o nimero de smiles de termos
consecutivos, mas nem todos conseguiram descrever as figuras da sequéncia de forma a descobrir
uma expressao numeérica que facilitasse a generalizagdo distante (questdes 2, 3, 4 e 5). Também
apresentaram inumeras dificuldades na resolugdo da questdo 3, uma vez que implicava a
reversibilidade de pensamento, e da questdo 5, que envolvia a interpreta¢do do significado de
expressGes numéricas representativas do nimero de smiles da figura 250.

Na questdo de generalizacdo préoxima, questdo 1, quase todos os alunos recorreram a
contagem para descobrir o termo de ordem 4, desenhando a figura e contando o nimero de
elementos. Dos restantes alunos, trés utilizaram a estratégia recursiva, adicionando a diferenca
do nuimero de smiles entre termos consecutivos ao 3.2 termo para encontrarem o 4.2 termo.
Destacam-se dois alunos que utilizaram a estratégia explicita, aplicando uma regra que relaciona
as variaveis dependente e independente e que surgiu da visualizacdo das figuras. Estes alunos

descobriram uma expressao numérica, recorrendo a uma generalizagao construtiva, procedendo
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a decomposicdao da estrutura do padrdo em partes disjuntas, vendo um smile no centro e trés

grupos com o mesmo numero de smiles a volta (figura 25).
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Figura 25. Resolugdo apresentada por P.L. na questdo 1 da tarefa “Smiles”

Apesar de todos os alunos descobrirem o numero de smiles do 4.2 termo, apenas metade
descreveu a forma como o visualizou e destes a maioria centrou-se na diferenca do niumero de
smiles entre dois termos consecutivos, revelando ter desvalorizado o contexto figurativo.

Nas questGes 2 e 3, que envolviam termos de ordem mais distante, surgiram diversas
estratégias, maioritariamente de natureza ndo visual. Na questdo 2 alguns alunos recorreram a
estratégia recursiva. Como se tratava do termo de ordem 100, o processo tornou-se exaustivo,
levando alguns alunos a parar nas figuras de ordem 40 e 50. Para contornar a morosidade desta
estratégia, alguns alunos associaram ao pensamento recursivo a estratégia Parte Unidade,
aplicando um raciocinio proporcional, conduzindo-os a valores incorretos ja que se tratava de um
padrdo linear. Em alguns casos ndo efetuaram ajustes, tendo chegado ao 100.2 termo a partir da
10.2 ou da 50.2 figuras, que descobriram recursivamente. Outros alunos realizaram um ajuste
apods terem descoberto o nimero de smiles do 202 e do 802 termos, a partir do 52 termo da
sequéncia que foi determinado recursivamente, adicionaram estes valores para obter o 100.2
termo. Outro aluno, ainda na tentativa de tornar a estratégia recursiva menos extensa, associou
também a estratégia Multiplo da diferenca com ajuste. Depois de encontrado o 102 termo, para
determinar o 202 adicionou-lhe o nimero de smiles correspondente ao nimero de vezes que se
regista a diferenca, procedendo da mesma forma até obter o 1002 termo.

A estratégia explicita também surgiu na resolucdo desta questdo, pois alguns alunos
descobriram uma relagdo entre as duas variaveis, tendo por base a forma como viram as figuras.
Alguns explicaram as regras encontradas por palavras e apenas um apresentou a expressao

numeérica que permitiu o calculo do 100.2 termo.
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A questdo 3 implicava, para além da generalizacdo distante, a reversibilidade do
pensamento, facto que podera ter levado varios alunos a resolugdes incorretas. Destacam-se dois
que aplicaram a regra descoberta anteriormente (estratégia explicita). Contudo, alguns alunos
também conseguiram resolver a questao de forma correta através da estratégia recursiva, apesar
de ser uma estratégia mais exaustiva. Os restantes alunos apresentaram resolucdes
desadequadas.

Apesar da estratégia explicita ter sido utilizada por mais do que um aluno em questées
anteriores, verificou-se que apenas dois foram capazes de a traduzir para uma expressao
algébrica escrevendo n X 3 + 1. Dos restantes alunos, um ndo respondeu a questdo, varios
afirmaram serem necessdrios n smiles e outros apresentaram expressées baseadas na diferenca
entre os termos consecutivos.

Verificou-se que os alunos evidenciaram dificuldades na resolu¢do da questdo 5, sendo que
cinco ndo apresentaram resposta e, dos restantes, quase ninguém conseguiu interpretar o
significado das expressdes numéricas apresentadas, tendo por base a visualizacdo das figuras, por
ndo estabelecerem um paralelismo entre a componente visual e a componente numérica. Varios
alunos tentaram interpretar as expressdes sem associagdo ao contexto figurativo, sendo que
alguns apenas efetuaram o calculo, verificando que o resultado era o mesmo nos dois casos. Estes
alunos apresentaram dificuldades em manipular os nimeros associados a um contexto figurativo,
situagdo que se revelou um obstdculo a correta resolu¢dao desta questdo. Assim, demonstram
bastantes dificuldades na visualizagao e no trabalho em contexto figurativo. Contudo, destacam-
se os dois alunos que foram capazes de apresentar a expressao algébrica ja que conseguiram
identificar na sequéncia o significado das expressGes numéricas apresentadas, quer na que
representava uma generalizagdo construtiva (1 + 3 X 250) quer na representava uma
generalizagdo desconstrutiva ((250 + 1) x 3 — 2).

Como se pode verificar pela tabela 7, na questdo de generalizacdo préxima, questdo 1,
predominou a estratégia Contagem (C), tendo também surgido as estratégias Recursiva (R) e
Explicita (E), estratégias adequadas para a natureza da questdo. Na questdo 2, foi mais evidente o
raciocinio recursivo (R), estratégia desadequada em questdes desta natureza devido a sua
morosidade aparecendo, por isso, em alguns casos associada as estratégias Parte Unidade com

ajuste (R+PUCA) ou sem ajuste (R+PUSA). Também foram utilizadas as estratégias: Multiplo da

Diferenca sem ajuste (MDSA) e Explicita (E). Na questdo 3 predominou a estratégia Recursiva (R),
tendo também aparecido as estratégias Explicita (E) e Multiplo da Diferengca sem ajuste (MDSA).

Nas questdes 2 e 3, em alguns casos ndo foi possivel categorizar as estratégias (Ndo categorizado
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— NC) ou porqgue o raciocinio apresentado nao estava claro ou porque os alunos ndo resolveram a
qguestdo. Na estratégia explicita, os alunos apenas recorreram a generalizacGes de natureza
construtiva, procedendo a decomposicdo da estrutura do padrdo em partes disjuntas (figura 25).
Apesar do padrdao poder dar lugar a diferentes interpretacdes, os alunos que conseguiram
identificar a sua estrutura fizeram-no da mesma forma. Salienta-se que, sempre que os alunos
utilizaram uma estratégia de natureza visual, como a contagem e a explicita, obtiveram respostas
corretas. Nas questdes de generalizacao distante, grande parte dos alunos baseou o seu raciocinio
em estratégias de natureza ndo visual, como a Recursiva (R), Multiplo da Diferenca com ajuste
(MDCA) e sem ajuste (MDSA) e Parte Unidade com ajuste (MDCA) e sem ajuste (MDSA) tendo em
alguns casos existido uma associa¢do de duas estratégias, revelando bastantes dificuldades ja que
surgem muitas resolucGes erradas, estratégias que ndo sdo passiveis de categorizar e questdes
por resolver. Nestas questdes, o sucesso foi muito baixo porque grande parte dos alunos nao
escolneu uma estratégia adequada, resultado da dificuldade que sentiram em analisar

visualmente o padrdo apresentado, revelando dificuldades na visualizacao.

Tabela 7 - Estratégias aplicadas pelos alunos da turma na resolugéo da tarefa “Smiles”

Estratégias de generalizagdo

Questoes R R+PUCA R+PUSA R+MDCA  MDSA E NC
1 10 4 - - } ) 2 ) Genefal.lzagao
préxima
2 ) 2 2 3 ! ! 4 3 Generalizagdo
3 - 4 - 1 1 ) 2 8 distante

Mais de metade dos alunos afirmaram ter sentido dificuldades em vdrias questdes. A
qguestdo em que a maioria afirmou ter sentido mais dificuldades foi a 5 pois ndo conseguiam
traduzir o significado das expressdes numéricas, o que permitiu verificar as inimeras dificuldades
que a turma apresenta ao nivel da visualizagdo. Também referiram dificuldades na questdo 2, 3 e
4, nomeadamente na escolha da estratégia a usar. Quando questionados sobre o que aprenderam
com esta tarefa, varios alunos referiram ter aprendido a trabalhar com sequéncias, alguns
salientaram a importancia da visualizacdo sendo que um acrescentou a relevancia de encontrar

regularidades na sequéncia.
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Tarefa 8: Os Z’s

A tarefa Os Z’s (Anexo 12) implica o estudo de uma sequéncia que envolve um padrdo
figurativo de crescimento. Tem como principais finalidades desenvolver a capacidade de
descobrir, continuar e generalizar padrdes, contemplando questGes de generalizacdo proxima e
distante. Inclui também a representacdo simbdlica da regra geral, permitindo multiplas
interpretacdes das figuras que constituem a sequéncia e possibilitando o recurso a diferentes
estratégias de generalizacdo.

Na questdo 1, em que se pedia que os alunos desenhassem as figuras 4 e 5, verificou-se que
a maioria o conseguiu fazer de forma correta. Contudo, alguns ndo foram capazes de o fazer,
revelando dificuldades em compreender a variacdo entre os termos e identificar a estrutura do
padrdo, situacdo que podera ser justificada pelo facto de as figuras variarem em comprimento e
em altura.

Todos os alunos contaram de forma correta o nimero de quadradinhos que compunham a
3.2 figura (questdo 2), recorrendo ao subtizing conceptual. Contudo, e devido as diferentes
concecles das relacGes parte-parte-todo, a forma de a visualizarem variou. Alguns observaram
um quadrado central (3x3) e dois grupos de 4 (uma linha em cima e outra em baixo), outros
visualizaram dois quadrados isolados nas pontas e os restantes quadrados numa disposicdo linear
(quer na vertical quer na horizontal) ou como um retangulo (3x5). Apesar de varios alunos
apresentarem uma expressao numérica que traduzia a forma como viram a figura, alguns ndo o
fizeram.

Na questdo 3, de generalizacdo proxima, a estratégia mais utilizada para descobrir o termo
de ordem 6 foi a contagem. No entanto, alguns destes alunos ndo obtiveram uma resposta
correta pois ndo desenharam adequadamente as figuras 4, 5 e 6. Outra estratégia utilizada foi a
explicita, onde os alunos aplicaram uma regra que relacionava as varidveis dependente e
independente e que surgiu da visualizacdo das figuras. Descobriram uma expressdao numérica,
recorrendo a uma generalizagao construtiva.

As questdes 1 e 2, focadas na componente visual da sequéncia, tinham como objetivo que
os alunos descobrissem expressGes numéricas, apoiadas na visualizacdo, de forma a facilitar a
generalizacdo distante. Contudo, verificou-se que a maioria dos alunos ndo se socorreram dessa
abordagem, tendo sentido muitas dificuldades na resolucdo das questdes 4, 5 e 6.
Contrariamente a tarefa anterior, onde a estratégia recursiva foi dominante nas questdes de
generalizacdo distante, nesta tarefa os alunos nao a utilizaram porque, sendo este um padrao

quadratico, a diferenca entre termos consecutivos ndo era constante. Assim, foram muitos os
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alunos que evidenciaram dificuldades em encontrar uma estratégia que lhes permitisse trabalhar
com termos de ordem elevada.

Na resolucdo da questdo 4, de generalizacdo distante, em que se pretendia saber o termo
de ordem 40, a maioria dos alunos apresentou uma estratégia que nao foi possivel categorizar ou
ndo apresentou uma resolucdo. Os restantes utilizaram a estratégia explicita, descobrindo uma
relacdo entre as duas varidveis, tendo por base a forma como viram as figuras. Tal como na
qguestdo 2, a forma de visualizarem a figura variou, o que conduziu a duas expressdes numéricas
diferentes, ambas baseadas na decomposicdo da estrutura do padrdo em partes disjuntas,
recorrendo a uma generalizagdo construtiva.

A questdo 5 implicava, para além da generalizacdo distante, a reversibilidade do
pensamento, tendo causado inumeras dificuldades aos alunos. Cinco dos alunos nao
apresentaram resposta e apenas um foi capaz de aplicar a regra descoberta anteriormente.
Outros utilizaram a estratégia tentativa e erro, experimentando varios valores sem conseguirem
chegar a uma conclusdo ou concluindo ndo ser possivel construir a figura em funcdo dos valores
experimentados. Os restantes alunos apresentaram resolu¢des desadequadas.

Apesar da estratégia explicita ter sido utilizada por mais do que um aluno em questdes
anteriores, nenhum foi capaz de traduzir a regra numa expressao algébrica. Surgiram alunos que
demonstraram desenvolvimento na capacidade de manipulagdao simbdlica mas apresentaram
erros na expressao algébrica.

Voltaram a surgir situagbes em que a expressdao ndo correspondia completamente ao
contexto explorado. Alguns alunos, apesar de compreenderem a estrutura do padrdo e de serem
capazes de formular expressdes numeéricas, continuam a nao atribuir significado diferente a
mudanca de ordem dos fatores envolvidos na multiplicacdo.

Como se pode observar na tabela 8, na questdo de generalizacdo proxima, questdo 3,
predominou a estratégia Contagem (C), tendo também surgido a Explicita (E), estratégias
adequadas neste contexto. Na questdo 4, foram evidentes as dificuldades inerentes ao tipo de
padrdo, quadratico, tendo surgido apenas a estratégia Explicita (E). Na questdo 5 foi utilizada a
estratégia Explicita (E) e, pela primeira vez, a estratégia Tentativa e erro (TE). Em alguns casos ndo
foi possivel categorizar as estratégias (Ndo categorizado — NC), porque o raciocinio apresentado
nao estava claro ou porque os alunos ndo resolveram a questdo. Na estratégia explicita, apenas
recorreram a generalizacGes de natureza construtiva, procedendo a decomposicdo da estrutura
do padrdo em partes disjuntas. Contudo, surgiram diferentes interpreta¢ées da estrutura do

padrdo, resultantes das diferentes conceg¢bes das relagdes parte-parte-todo. Na resolucdo desta
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tarefa as estratégias utilizadas foram quase na totalidade de natureza visual (contagem e
explicita). Apenas utilizaram estratégias de natureza ndo visual quando recorreram a Tentativa e
Erro. Verificou-se que a estratégia recursiva, tdo frequente nas tarefas anteriores, ndo surgiu
nesta porque a diferenga entre termos consecutivos ndo era constante. Nas questSes de
generalizacdo distante o sucesso foi muito baixo, resultado da dificuldade que sentiram em
analisar visualmente o padrdao apresentado, tendo deixado muitas questdes por resolver ou
optado por estratégias ndo categorizdveis. Os alunos revelaram dificuldades em compreender a
estrutura do padrdo ja que este variava quer na horizontal quer na vertical, o que demonstra
dificuldades ao nivel da visualizacdo. Apenas os alunos que se basearam no contexto figurativo

foram capazes de encontrar estratégias que lhes permitiram a resolucdo das diversas questoes.

Tabela 8 - Estratégias aplicadas pelos alunos da turma na resolucdo da tarefa “Os Z's”

Estratégias de generalizagdo

Questdes
E TE NC
6 - 3 Generalizagdo préxima
4 - 8 - L
Generaliza¢do distante
5 - 5 1 11

Alguns alunos afirmaram ter sentido dificuldades em varias questdes. A questdo em que a
maioria afirmou ter sentido mais dificuldades foi a 5 pois ndo conseguiam encontrar uma
estratégia que permitisse chegar a solugdo. Quando questionados sobre o que aprenderam com
esta tarefa, varios alunos referiram ter aprendido a trabalhar com sequéncias. Um aluno referiu

ter aprendido a visualizar a sequéncia e a “descobrir-lhes uma regra”.

Tarefa 9: Os Lugares

A tarefa Os lugares (Anexo 13) insere-se na categoria dos problemas com padrdes e tem
como principal objetivo a exploragdo de uma sequéncia, que ndo é apresentada de forma
explicita. Pretende-se a descoberta de um padrdo que conduzira a generalizacdo e naturalmente a
solugdo do problema.

Nas questées 1 e 2, de generalizagdo préxima, a estratégia recursiva foi claramente
dominante. A maioria dos alunos adicionou a diferenca de lugares entre filas consecutivas para
descobrir o nimero de lugares da 5.2 e 6.2 filas (questdo 1), pensando também de forma recursiva

até encontrar o numero de lugares da 10.2 fila (questdo 2). Em ambas as questdes, trés alunos
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usaram a estratégia contagem para descobrir o nimero de lugares, tendo para isso recorrido ao
desenho. Apesar de o nimero de alunos a utilizar esta estratégia na questdo 1 e 2 ser o mesmo,
apenas um deles utilizou a contagem nas duas questdes. Na questdo 2 um aluno usou a estratégia
Multiplo da Diferenga sem ajuste, tendo-se socorrido do valor encontrado na questdo anterior
para a 6.2 fila. Verificou que a diferenca entre filas consecutivas era de trés lugares e adicionou
essa diferenca quatro vezes (diferenca entre a 6.2 e a 10.2 filas). Assim, ao valor da 6.2 fila,
adicionou 12 que era a diferenca do niumero de lugares entre a 6.2 e a 10.2 filas.

Na questdo 3, de generalizacdo distante, em que os alunos tinham que descobrir o nimero
de lugares da 138.2 fila, foram vdrios os alunos que apresentaram uma estratégia nado
categorizdvel. Dos restantes, dois utilizaram a estratégia Parte Unidade com ajuste pois
recorreram ao valor encontrado anteriormente para a 10.2 fila de modo a encontrar o nimero de
lugares da 130.2 fila. De seguida, procederam a um ajuste para chegar ao numero de lugares da
138.2 fila. Outros alunos recorreram a estratégia recursiva até encontrar o nimero de lugares da
20.2 fila. Para contornar a morosidade desta estratégia, associaram ao pensamento recursivo a
estratégia Parte Unidade com ajuste, pois foram adicionando o nimero de lugares da 10.2 fila até
obter a 130.2 fila, ajustando o resultado ao adicionar o nimero de lugares da 8.2 fila. Surgiram,
também, alunos que usaram multiplos da diferenga entre termos consecutivos recorrendo a
estratégia Multiplo da diferencga. Alguns apenas multiplicaram o valor da diferenca entre filas
consecutivas pelo niumero da fila a descobrir, fazendo o cdlculo 138 X 3 sem proceder a qualquer
ajuste. Outro adicionou a diferenca entre 10 filas obtendo a 20.2 a partir da 10.2, a 30.2 a partir da
20.23, até obter a 130.2 fila. De seguida, procedeu a um ajuste, adicionando o valor correspondente
a 8.2 fila. Nenhum dos alunos conseguiu descobrir o valor correto do nimero de lugares que teria
a 138.2 fila. Verificou-se que, na generalizacdo distante, alguns alunos confundiram as duas
variaveis, misturando filas com lugares, o que revela uma manipulagdo apenas numérica, em que
os numeros sdo usados sem significado.

E de salientar um aluno que utilizou a estratégia explicita, quer em questdes de
generalizacdo préxima quer em questdes de generalizagdo distante, identificando uma regra que
relacionava as varidveis dependente e independente. Reconheceu cada fila como sendo
constituida por multiplos de trés mais um, resultante da decomposi¢cdo do padrdo em partes
disjuntas, o que corresponde a uma generalizagdo construtiva.

Como se pode observar na tabela 9, nas questdes de generalizacdo préxima, questdes 1 e 2,
predominou a estratégia Recursiva (R), tendo também surgido a estratégia Contagem (C), a

estratégia Explicita (E) e, na questdo 2, a estratégia Multiplo da Diferenca sem ajuste (MDSA),
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estratégias adequadas neste contexto. Na questdo 3, foram evidentes dificuldades por parte dos
alunos na sua resolucdo, j4 que apenas um conseguiu descobrir o valor correto do nimero de
lugares da 138.2 fila. Esta situacdo poderd estar relacionada com a natureza das estratégias
utilizadas nas questdes de generalizacdo préxima pois, tendo a maioria dos alunos recorrido a
estratégia recursiva ndo conseguiram utiliza-la na questao de generalizacdo distante por ser muito
exaustiva. Os alunos que o fizeram associaram-na a outra estratégia para ultrapassar a sua
morosidade. Assim, na questdo 3 surgiu o raciocinio recursivo (R), estratégia desadequada em
guestdes desta natureza devido a sua morosidade, aparecendo, por isso, em alguns casos
associada a estratégia Parte Unidade com ajuste (R+PUCA). Surgiu também a estratégia Parte
Unidade com ajuste (PUCA), isolada da recursiva, a estratégia Multiplo da diferenca sem ajuste
(MDSA) e com ajuste (MDCA) e a estratégia Explicita (E). Em alguns casos ndo foi possivel
categorizar as estratégias (Ndo categorizado — NC) porque o raciocinio apresentado pelos alunos
ndo estava claro. E de salientar que nesta tarefa apenas um aluno recorreu a estratégia explicita,
que seria adequada a questdo 3, e permitiria facilmente encontrar o nimero de lugares da 138.2
fila. Na generalizacdo distante, os alunos utilizaram, quase na totalidade, estratégias de natureza
nao visual tendo demonstrado bastantes dificuldades em analisar visualmente a figura

apresentada.

Tabela 9 - Estratégias aplicadas pelos alunos da turma na resolucéo da tarefa “Os lugares”

Estratégias de generalizagdo

Questdes
R R+PUCA PUCA MDSA MDCA E NC
1 3 10 - - - - o
Generalizagdo préxima
2 3 9 - - 1 - 1 -
3 - - 2 2 2 1 1 6 Generalizagdo distante

A maioria dos alunos afirmou ter sentido dificuldades na resolucdo da questdo 3, quer pelo
elevado valor da ordem da fila, quer pela morosidade da estratégia escolhida. Quando
guestionados sobre o que aprenderam com esta tarefa, varios alunos referiram ter aprendido a

trabalhar com sequéncias e um afirmou ter aprendido a raciocinar.
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Tarefa 10: A moldura

A tarefa A moldura (Anexo 14) faz parte dos problemas com padrdes e tem como principal
objetivo a exploracdo de uma sequéncia, em contexto figurativo, que ndo é evidenciada de forma
explicita, contemplando questdes de generalizagdo préxima e generalizagdo distante.

Nas questSes 1 e 2, questbes de generalizacdo prdoxima, a estratégia explicita foi
claramente dominante. A maioria dos alunos aplicou uma regra, relacionando as varidveis
dependente e independente, que surgiu da visualizagdo das figuras. Contudo, a expressdo
numérica apresentada por alguns alunos ndo correspondia ao contexto apresentado e ndo
relacionava as varidveis de forma correta, calculando o nimero de azulejos como se fosse o
perimetro do quadrado, ndo tendo em conta a sobreposicao de azulejos.

Ao longo da resolucdo da tarefa, a investigadora apercebeu-se dessa situacdo e alertou os
alunos para que estivessem atentos, observassem bem a figura e analisassem as suas resolugdes
com base no contexto apresentado. Mesmo assim, alguns alunos nao foram capazes de
compreender que a expressdao ndo estava correta pois ndo conseguiram compreender que 0s
azulejos que se posicionavam nos cantos estavam sobrepostos. Esta situagdo demonstra que os
alunos foram influenciados erradamente pelo conceito de perimetro, revelando dificuldades na
visualizacdo, neste caso especifico, na identificacdo da estrutura do padrdo. Apesar de se terem
baseado no contexto figurativo, os alunos ndo atribuiram, na totalidade, significado a expressado
numérica apresentada. Todavia, existiram alunos que, a partir da andlise da figura, apresentaram
uma expressdo que relacionava de forma correta as variaveis dependente e independente, ou
seja, o numero de azulejos com as dimensdes do quadrado. Pela primeira vez, alguns alunos
apresentaram expressdes numéricas recorrendo a uma generaliza¢do de natureza desconstrutiva,
identificando a moldura composta por quatro conjuntos com o mesmo numero de azulejos (lados

do quadrado), procedendo depois a subtragdo dos cantos que estavam sobrepostos (figura 26).

1. Quantos azulejos sdo necessarios para fazer o espelho representado na

figura? Explica como pensaste.
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Figura 26. Resolugdo apresentada por A.A. na questdo 1 da tarefa “A moldura”
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Mas também existiram alunos que recorreram a uma generalizagdo construtiva,
procedendo a decomposicdo da estrutura do padrdao em partes disjuntas, vendo dois grupos com
um numero de azulejos correspondente as dimensdes do quadrado e dois grupos com menos dois

azulejos do que os grupos referidos anteriormente (figura 27).
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Figura 27. Resolugdo apresentada por V.l. para a questdo 2 da tarefa “A moldura”

Nas questdes 1 e 2 surgiu também a estratégia contagem, tendo alguns alunos desenhado
as figuras de dimensdes 8x8 e 15x15 e contado o niUmero de azulejos correspondente.

Na questdo 3, de generalizacdo distante, os alunos usaram unicamente a estratégia
explicita, verificando-se as mesmas particularidades das questdes anteriores. Assim, a maioria dos
alunos aplicou uma regra que ndo relacionava de forma correta as varidveis dependente e
independente, calculando o numero de azulejos como se fosse o perimetro. Os restantes
deduziram uma regra que relacionava de forma correta as duas varidveis, surgindo novamente
casos de generalizacdo construtiva e de generalizagdo desconstrutiva.

Nas questBes 2 e 3 menos de metade dos alunos conseguiu obter o valor correto de
azulejos devido a situacdo em que a expressdo numeérica ndo traduzia de forma correta a relacdo
entre as dimensdes do quadrado e o niumero de azulejos.

A questdo 4 envolvia, para além da generalizagdo distante, a reversibilidade de
pensamento, facto que podera ter levado varios alunos a resolugdes incorretas e a utilizagdo de
estratégias impossiveis de categorizar. Alguns alunos revelaram reversibilidade de pensamento
pois aplicaram a regra descoberta anteriormente invertendo as operagdes, recorrendo assim a
estratégia explicita. Contudo, essa regra, que foi utilizada nas questdes anteriores, ndo estava
certa, o que ndo permitiu aos alunos obterem conclusdes corretas. Dos alunos que utilizaram a
estratégia explicita e deduziram uma regra de forma correta, a partir da analise da estrutura do
padrao, nenhum conseguiu aplicar a regra descoberta na resolugdo desta questado, evidenciando
dificuldades na reversibilidade de pensamento. Dois alunos utilizaram a estratégia tentativa e
erro, experimentando varios valores com base na regra descoberta anteriormente. Verificou-se
gue apenas um aluno conseguiu resolver esta questao de forma correta, tendo-se baseado nas

resolucdes das questdes anteriores e recorrendo a estratégia explicita.
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Ao nivel da apresentacdo de uma expressado algébrica que traduzisse o nimero de azulejos
de uma moldura de quaisquer dimensodes, verificou-se uma evolucdo. Metade dos alunos foram
capazes de traduzir algebricamente a relacdo descoberta anteriormente, surgindo as expressoes
nx4—4e2xn+2x(n-—2), sendo n a dimensdo do lado do quadrado. Em alguns casos
verificou-se que, apesar da expressao algébrica traduzir a regra descoberta nas questdes
anteriores, ndo correspondia ao contexto apresentado porque os alunos deduziram regras
incorretas. Os restantes alunos, apesar de ndo apresentarem uma expressao algébrica correta,
revelaram alguma evolu¢do na capacidade de manipulacdo simbdlica.

Analisando as expressdoes numéricas que surgiram ao longo das resolugdes, verificou-se que
continuam a surgir situagbes em que a expressdo ndo corresponde completamente a
interpretacdo do contexto explorado. Alguns alunos, apesar de compreenderem a estrutura do
padrdo, verbalizando-o corretamente, e de serem capazes de formular expressGes numéricas,
continuam a ndo atribuir significado diferente a mudanca de ordem dos fatores envolvidos na
multiplicacdo. Contudo, essa situagdo surgiu em menor numero do que em tarefas anteriores.

Como se pode observar na tabela 10, nas questdes de generalizagdo préxima, questdes 1 e
2, predominou a estratégia Explicita (E), tendo também surgido a Contagem (C), estratégias
adequadas neste contexto. Na questdo 3, de generalizagao distante, surgiu apenas a estratégia
Explicita (E). Na questdo que envolvia a generalizagdo distante e a reversibilidade de pensamento,
questdo 4, foram utilizadas as estratégias Explicita (E) e Tentativa e Erro (TE). Nas questGes 3 e 4,
em alguns casos nao foi possivel categorizar as estratégias (Ndo categorizado — NC) porque o
raciocinio apresentado ndo estava claro.

Na utilizagdo da estratégia explicita, os alunos recorreram a generaliza¢gdes de natureza
construtiva de natureza desconstrutiva. Apesar de na resolucdo desta tarefa as estratégias
utilizadas serem quase na totalidade de natureza visual (Contagem e Explicita), alguns alunos
revelaram dificuldades na visualizacdo pois ndo analisaram de forma correta a estrutura do
padrdo apresentado. Apenas utilizaram estratégias de natureza ndo visual quando recorreram a

estratégia Tentativa e Erro.
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Tabela 10 - Estratégias aplicadas pelos alunos da turma na resolugéo da tarefa “A moldura

Estratégias de generalizagdo

Questdes
E TE NC

1 4 10 - - . L.
Generalizagdo préxima

2 2 12 - -

3 - 13 - L
Generalizagdo distante

4 - 8 2

Varios alunos referiam ter sentido dificuldades na questao 4 e alguns sentiram dificuldades
na questdo 5. Todavia, a maioria afirmou ndo ter sentido dificuldades nesta tarefa. Quando
guestionados sobre o que aprenderam, referiram ter aprendido a resolver problemas com
padrdes, a descobrir uma regra para resolver sequéncias, a visualizar padrées numa figura e a

raciocinar.

Sintese

De uma forma geral, os alunos da turma revelaram-se interessados e empenhados ao longo
das sessdes de exploracao das tarefas. Verificou-se que, recorreram a uma grande variedade de
estratégias para a resolucdo das tarefas propostas. Nas tarefas de Contagens Visuais,
predominaram estratégias de natureza visual, envolvendo, quase na totalidade, o subitizing
conceptual. Contudo, a forma de ver as figuras foi diferente, o que conduziu a diferentes
agrupamentos e, consequentemente, a diferentes expressGes numéricas. Nas tarefas de
sequéncias e problemas com padrdes os alunos da turma recorreram a diversas estratégias de
generalizacdo: contagem, recursiva, parte unidade, miultiplo da diferenca, tentativa e erro e
explicita. Em questdes de generalizacdo préxima predominaram as estratégias contagem e
recursiva, enquanto que na generalizacdo distante predominou a estratégia explicita. Os alunos
revelaram maior preferéncia por generalizacbes de tipo construtivo, tendo a generalizagdo
desconstrutiva surgido com pouca significancia. Revelaram algumas dificuldades em analisar a
estrutura do padrdo, e por isso tiveram dificuldades principalmente em resolver as questdes de
generalizagdo distante. Verificou-se que neste género de questdes, os alunos que recorreram a
estratégias de natureza visual, como a explicita, obtiveram maior sucesso do que os que se
basearam no contexto numérico. Apesar de terem evidenciado dificuldades na formulagdo de
expressoes algébricas que traduzissem a generalizagdo, os alunos revelaram evolugdo, quer neste

parametro quer na manipula¢do simbdlica.
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CAPITULO V — O CASO DANIEL

Neste capitulo descreve-se, de forma detalhada, a participacdo do Daniel, um dos alunos
gue integrou este estudo. Depois de apresentar as suas caracteristicas pessoais e académicas,

analisa-se o trabalho desenvolvido pelo aluno ao longo da exploragao das tarefas propostas.

Caracterizagao do Daniel

No inicio do ano letivo o Daniel tinha 11 anos. Reside numa freguesia que faz fronteira com
a freguesia onde se localiza a Escola com os pais e a irma de 14 anos, que frequenta o mesmo
estabelecimento de ensino. Deslocava-se para a escola de carro, demorando cerca de 5 minutos a
realizar o percurso. Os pais apresentam habilitaces académicas ao nivel do ensino superior
sendo ambos professores. O Daniel gostava bastante de desporto, frequentando o Desporto
Escolar, nomeadamente as modalidades de Badminton e Orientagdo, atividades extracurriculares
promovidas pela Escola. Nos tempos livres gostava de ler, ver televisdo e praticar desporto. No
seu percurso escolar ndo apresentava retengdes e, quanto ao seu futuro, esperava concluir um
curso superior. Recorria a biblioteca escolar por iniciativa prépria, para ler, fazer trabalhos,
estudar e utilizar o computador. As suas disciplinas preferidas eram a Educacdo Fisica, porque ia
fazer desporto, algo que afirmava adorar, o Portugués e a Matematica porque “sdo as mais
importantes” e que frequenta “ha mais tempo”.

Era um aluno excelente, com nivel 5 a Matematica. Quando questionado sobre o que era
para si a Matematica afirmava ser uma disciplina que gosta, que apesar de ser dificil obriga “a
pensar e a estudar e isso € bom”. Perante uma tarefa matematica dizia sentir-se e curioso pois
nao sabia o que seria, por isso procurava estar atento para a resolver da melhor forma possivel. O
gue mais gostava de fazer nas aulas de Matemadtica era “resolver problemas individualmente e
aprender matéria” porque gostava “de saber coisas novas e tentar resolver problemas”. Pelo
contrario, ndo gostava quando nao percebia alguma matéria e ndo conseguia “resolver exercicios
sobre ela”.

O Daniel era um aluno bastante ativo, que gostava de participar e apresentar as suas ideias.
Exprimia-se de forma clara e com facilidade, quer oralmente quer por escrito, e expunha as suas
dificuldades e duvidas. Era um aluno atento, organizado e trabalhador, conseguindo atingir bons
resultados em todas as disciplinas. Era simpatico, extrovertido, brincalhdo e perspicaz, no

entanto, bastante competitivo, procurando ser sempre o melhor em todas as atividades em que
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se envolvia e o melhor aluno da turma. Apesar disso, tinha uma boa relagdo com os colegas e

ajudava os que necessitavam.

Exploragao das tarefas

Nesta seccdo apresenta-se o trabalho desenvolvido pelo Daniel ao longo da implementacgao
das tarefas, sendo feita uma analise com incidéncia nas estratégias utilizadas e nas dificuldades

reveladas.

Tarefa 1: Qual tem mais estrelas?

O Daniel realizou o trabalho de forma auténoma, mostrando-se motivado e empenhado na
resolucdo da tarefa, a qual resolveu rapidamente, terminando mais cedo que a maioria dos
alunos. Para descobrir o numero de estrelas utilizou subitizing conceptual reconhecendo padrdes,

em cada cartdo, decompondo o todo em partes conhecidas (figura 28).
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Figura 28. Resolugdo da tarefa “Qual tem mais estrelas” apresentada pelo Daniel.

A resolucdo apresentada pelo Daniel esta parcialmente realizada a caneta e a lapis pois o
aluno comecgou a resolucdo a caneta e quando um colega perguntou se poderia ser realizada a
lapis, tendo a investigadora respondido que sim, o Daniel optou por continuar a lapis. Salienta-se
que as diferentes partes que o aluno reconheceu nos cartdes estdo identificadas com numeros
gue nao correspondem ao numero de elementos de cada conjunto, sdo apenas indicadores da
ordem das parcelas na adigao.

Pode-se considerar que o Daniel recorreu a estratégias de natureza visual ja que a

disposicdo espacial das estrelas foi fundamental para encontrar a solu¢do. Tal como a maioria dos
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alunos, formou agrupamentos segundo a disposicdo das estrelas nos cartdes, com base na
proximidade, que, de acordo com ele, facilitaram a contagem.

Investigadora: Por que agrupaste as estrelas desta forma?

Daniel: Para ser mais facil para contar.

Investigadora: No cartdo D por que formaste o grupo 1 e 2 com 4 estrelas cada?
Daniel: Porque achei que faziam grupos.

Considerou o cartdo B como aquele em que a contagem foi mais rdpida, devido aos
subconjuntos formados, sendo que o nimero de elementos de cada subconjunto facilitou o

calculo (figura 29).
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Figura 29. Justificagdo apresentada por Daniel (Tarefa “Qual tem mais estrelas”)

O Daniel mencionou que no cartdo D demorou mais tempo a efetuar a contagem “porque
os grupos de estrelas estavam posicionados de forma diferente” e porque “era também o cartdo
com maior nimero de estrelas”. Acrescentou um terceiro fator relacionado com o calculo ja que
referiu que “as contas que se tinham que fazer eram mais complicadas”.

Apesar de considerar que nao teve dificuldades na resolucao da tarefa achou que, de todos
os cartdes, o D foi o que suscitou mais dificuldades devido aos cdlculos efetuados e a disposicdo
das estrelas, o que ja era expectavel ja que este cartdo apresentava uma disposi¢do mais aleatdria

do que os restantes.

Tarefa 2: Dados

O Daniel realizou o trabalho de forma auténoma, revelando empenho e bastante facilidade,
tendo concluido rapidamente a resolucgdo da tarefa.

Numa fase inicial, recorreu ao subitizing percetual, ja que reconheceu automaticamente o
numero de pintas de cada dado sem ter necessidade de efetuar a sua contagem. Assim, cada
dado foi entendido como um todo. Tal como na tarefa anterior, verificou-se, por parte deste
aluno, o recurso a estratégias de natureza visual, j3 que a imagem foi fundamental para a
resolucao.

Para descobrir o nimero total de pintas, o Daniel ndo recorreu a formacao de dobros, como
a maioria dos alunos da turma. Optou por agrupar todos os dados com a mesma quantidade,

formando assim trés conjuntos, recorrendo a multiplicagdo para formular a expressdo numérica.
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Figura 30. Resolugdo da tarefa “Dados” apresentada pelo Daniel.

Investigadora: Por que fizeste grupos de quatro?

Daniel: Porque era um dado, mais um dado, mais um dado, mais um dado. Tinha o dado numero seis
quatro vezes.

Investigadora: Na expressdao numérica escreveste 6x4. Encontras seis grupos de 4?

Daniel: ... Encontro quatro grupos de 6.

Com base nestas respostas e com a fundamentac¢do da folha de registo, verifica-se que o
aluno interpretou corretamente o contexto figurativo apresentado. No entanto, apesar de ter
referido que viu quatro conjuntos de 6, quatro conjuntos de 1 e quatro conjuntos de 3, verifica-se
gue na expressdao numérica que formulou, trocou a ordem dos fatores nas multiplicagdes. A
expressao representa seis conjuntos de 4, um conjunto de 4 e trés conjuntos de 4, demonstrando
gue ndo estabeleceu um paralelismo entre a componente visual e a componente numérica. Esta
situacdo poderd ser explicada pelo facto de estar habituado a manipular os nimeros sem um
contexto figurativo associado e apenas em contexto puramente numérico em que, pela
propriedade comutativa, a ordem dos fatores ndo altera o valor do produto. Nesta tarefa, a
interpretacdo da expressdao numérica ndo se adequa ao contexto apresentado, revelando que
Daniel, apesar de recorrer a estratégias de contagem visuais, tem alguma tendéncia para o
trabalho em contexto numérico descontextualizado da representagdo. Quando questionado sobre
o porqué de ter escolhido fazer aqueles agrupamentos, o aluno referiu que de uma sé vez contava
guatro o que tornava mais rdpida a contagem, tendo sido esta a forma de agrupar que considerou
mais rdpida.

Investigadora: Na altura sé viste esta forma de agrupar ou encontraste outras formas e optaste por
esta?

Daniel: Havia mais formas mas eu achei essa mais facil e mais rapida.

Investigadora: Mas conseguias encontrar outras também rapidas?

Daniel: Sim.

Investigadora: Consegues dar-me um exemplo agora?

Daniel: Por exemplo... Fazia seis mais um mais trés vezes dois e trés mais seis mais um vezes dois.

= F 6+1+3)x2
; B+6+1)x2

°
eo0 000
o0 000

Figura 31. Esquema do exemplo dado pelo Daniel para outra resolugdo da tarefa “Dados”.

Nesta outra forma de efetuar a contagem o aluno continua a utilizar o subitizing percetual
ja que reconhece o nimero de pintas de cada dado como um todo, sem recorrer a qualquer

processo matematico mas passa a visualizar a figura numa disposicdo horizontal fazendo o dobro

88



das linhas repetidas. Para determinar o numero total de pintas, tendo em conta a expressdo
numeérica, estd subjacente o subitizing conceptual.

O aluno refere que nao teve dificuldades na resolucao desta tarefa. No entanto, apesar de a
considerar facil, achou-a mais complicada do que a anterior. Demonstrou preocupag¢ao com o
contexto numérico ja que, como justificacdo para a maior dificuldade desta tarefa, apresentou o

argumento da morosidade do calculo, situacdo que ja se tinha verificado na tarefa anterior.

Tarefa 3: Os graos de café

O Daniel iniciou a resolucdao da tarefa, como sempre, de forma empenhada e auténoma.
Pouco tempo depois colocou uma questdo:

Daniel: Temos de explicar por palavras?

Investigadora: Explica como contaste.

Daniel: Ou a expressdao numeérica ja chega?

Investigadora: Tens a expressdo numérica mas tens que explicar. Pode ser por palavras ou como
quiseres.

Daniel: Pode ser na figura?

Investigadora: Pode ser na figura.

Na resolugdo das questBes desta tarefa, o Daniel voltou a utilizar o subitizing conceptual
reconhecendo o padrdo como a composicdo de varias partes que constituiam o todo.
Na primeira questdo, visualizou a figura numa disposicdo linear, na vertical, reconhecendo a

existéncia de dobros (figura 32).
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Figura 32. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 1 da tarefa “Os grdos de café”

Identificou conjuntos com igual nimero de elementos nas varias colunas que salientou.
Contudo, verifica-se que o aluno apresentou novamente uma expressdo numérica que nao se
adequa ao contexto proposto. Apesar do registo da expressdo, em termos numéricos, conduzir o
aluno ao nimero total de graos de café, ndo traduz a informagado da imagem.

Na segunda questdo, Daniel apresenta uma expressdo numérica da qual se subentende que

visualizou a figura numa disposicado linear na diagonal.
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Figura 33. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 2 da tarefa “Os grdos de café”
Na tentava de clarificar o raciocinio do aluno, aquando da entrevista, foi-lhe pedido que
exemplificasse na figura a forma como a visualizou na questdo 2. O Daniel apresentou o seguinte

esquema
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Figura 34. Esquema elaborado pelo Daniel na entrevista (questdo 2 da tarefa “Os graos de café”)

Este esquema (figura 34) veio comprovar o que a resolucdo da tarefa (figura 33) levava a
concluir. Daniel visualizou a figura numa disposicdo linear na diagonal. A expressdo numérica
(figura 33) ndo permite verificar se continua a revelar um desfasamento entre a componente
visual e a componente numérica porque o valor dos fatores é o mesmo.

Na terceira questdo o aluno concluiu que “os resultados sdo iguais, no entanto as formas de
proceder sao diferentes. Mudando de processo, o resultado ndo altera”. Verifica-se que o Daniel
associou as diferentes expressdes numéricas a diferentes processos de contagem, mas nao referiu
gue esses processos de contagem estavam relacionados com diferentes formas de ver a figura.

O Daniel considerou que a segunda expressdo numérica permitiu descobrir mais
rapidamente o numero total de graos de café, sendo também aquela em que se revelou mais facil
efetuar a contagem. Como justificagdo para tal facto, referiu que esta expressdo conduzia a
calculos mais faceis, continuando a demonstrar preocupagdo com o contexto numérico, tal como
nas duas tarefas anteriores.

E de salientar que, através da entrevista, foi possivel concluir que a segunda expressdo
numeérica corresponde a primeira visualizagdo que o Daniel efetuou da figura.

Investigadora: Na questdo 1 fizeste desta forma. Foi a primeira forma que viste a figura ou viste de
outra forma e depois lembraste-te de fazer esta?

Daniel: Vi de outra. Vi na diagonal s6 que depois pareceu-me que estava mal e fiz essa.
Investigadora: A primeira que tu viste foi na diagonal?

Daniel: Sim

A expressao numérica que ele descreveu como sendo a que foi mais facil para efetuar a
contagem, e a que permitiu chegar mais rapidamente ao resultado, corresponde a uma
visualizagdao da figura numa disposicao linear na diagonal. Contudo, na entrevista, afirmou que a

forma de visualizar a figura que considerou mais facil foi a disposicao linear na vertical.
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Investigadora: Para ti, qual das duas formas é mais facil de ver a figura? N3o de resolver a expressdo
numérica mas de ver a figura. Na diagonal ou na vertical?

Daniel: E na vertical.

Investigadora: Apesar de teres visto em primeiro lugar na diagonal é mais facil ver a figura na
vertical?

Daniel: Sim.

O aluno referiu ndo ter sentido dificuldades na resolucdao desta tarefa. Apesar de ter
recorrido a estratégias de contagem visuais, voltou a demonstrar alguma tendéncia para recorrer
ao contexto numérico, descontextualizado da representacdo figurativa, e uma grande

preocupagdo com os calculos.

Tarefa 4: Os berlindes do Carlos

Apods a leitura da tarefa o Daniel iniciou de imediato a sua resolucdo de forma empenhada e
autonoma. O aluno demonstrou preocupacdo na apresentacao do raciocinio, tendo questionado a
investigadora neste sentido:

Daniel: Podemos rodear a caneta?
Investigadora: Podes.

Também se preocupou em perguntar se a sua resolucdo estaria compreensivel, procurando
validagao:

Daniel: Aqui (apontando para a questdo 2), ja fiz as expressGes numéricas todas. Tenho que
justificar?

Investigadora: N3o. Esta justificado aqui na imagem.

Daniel: Vocé percebe as cores?

Na resolugdo das questdes desta tarefa, o Daniel voltou a utilizar o subitizing conceptual
reconhecendo a imagem (todo) como a composi¢do de varias partes.
Na resolugdo da primeira questdo, identificou na figura arranjos lineares na vertical e

arranjos retangulares (quadrado de dimensdes 2x2), conjugando as duas vertentes (figura 35).
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Figura 35. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 1 da tarefa “ Os berlindes do Carlos”.

O aluno continua a apresentar uma expressdo numérica que ndo se adequa ao contexto

exposto. Com base na indicacdo x6, junto da imagem, e na fundamentacdo apresentada na
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resposta (figura 35), verifica-se que o Daniel interpretou o contexto figurativo apresentado de
forma correta. Contudo, apesar de referir que visualizou seis conjuntos de 4, a expressao
numérica que formulou representa quatro conjuntos de 6, evidenciando que nao estabeleceu um
paralelismo entre a componente visual e a componente numérica.

Na segunda abordagem da imagem (figuras 36 e 37), o Daniel apresentou cinco formas
diferentes de contagem dos berlindes: (1) Disposi¢cdo retangular formando grupos de 4 e de 6
(representados a verde); (2) Disposicado linear na diagonal (representado a lapis); (3) Disposicdo
retangular formando grupos de 4 berlindes (quadrados de dimensdes 2x2) (representados a azul);
(4) Disposicdo retangular formando grupos de 8 e de 4 (representados a preto); (5) Grupos de 2

elementos (representados a vermelho).
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Figura 36. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 2 da tarefa “ Os berlindes do Carlos”.

Como se pode verificar, na resolucdo da segunda questdo, o Daniel apresentou uma
imagem bastante confusa. Deste modo, aquando da entrevista, foi-lhe pedido que clarificasse os

esquemas realizados na figura, usando as mesmas cores (figura 45):
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Figura 37. Esquema apresentado pelo Daniel na entrevista (questdo 2 da tarefa “Os berlindes do Carlos”).

Analisando as expressdes numéricas que o aluno apresentou (figura 36), verifica-se que,
apesar de ter verbalizado corretamente os arranjos que identificou, estas ndo representam o
contexto figurativo explorado, tal como sucedeu na primeira questdo. Conjugou aleatoriamente
os fatores nos produtos sem atribuir significado a ordem pela qual foram aplicados.

Na terceira questdo o aluno concluiu que “embora as expressGes numeéricas sejam

diferentes, os resultados continuam iguais”. Verifica-se que o Daniel apenas referiu que as
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expressdes numeéricas representavam o mesmo valor, sem no entanto ter referido que
representam diferentes formas de contagem e de visualizagdo da mesma figura.

O Daniel considerou que, quando formou grupos de 4, descobriu mais rapidamente o
numero total de berlindes e foi mais facil efetuar a contagem. O aluno associou a forma mais facil
de contar a decomposicdao em grupos de igual nimero de elementos o que por sua vez também
facilitou a chegada a concretizacao do calculo.

Apesar de a expressao que facilitou a contagem e que permitiu mais rapidamente chegar
ao resultado corresponder a uma visualizacao da figura na disposicdo retangular, na entrevista
afirmou que a forma mais facil de visualizar a figura foi a disposi¢ao na diagonal:

Investigadora: Qual foi a forma de observar a figura que tu achaste mais facil? A forma de ver, ndo a
de calcular.

Daniel: De todas?

Investigadora: Sim. Desta (apontado para a questdo 1) e destas (apontando para a questdo 2) qual
foi a forma que tu achaste mais facil?

Daniel: (Apds 5 segundos) A primeira, a do lapis.

Investigadora: A do lapis. Achas mais facil assim na diagonal?

Daniel: Sim.

Esta incoeréncia podera justificar-se pelo facto de o aluno, nas respostas do enunciado da
tarefa, estar a valorizar o contexto numérico enquanto que na entrevista teve em conta o
contexto figurativo.

O aluno referiu que ndo teve dificuldades na resolucdo desta tarefa, considerando-a mais

facil do que a anterior.

Investigadora: Nas respostas as questdes disseste que achavas esta tarefa mais facil que a dos graos
de café. Porqué?

Daniel: Porque nesta ndo tive dificuldades. Consegui resolver.

Investigadora: Porque achas que conseguiste resolver mais facilmente esta do que a dos grdos de
café?

Daniel: Esta também era mais facil. As perguntas eram mais faceis e havia muitos processos para
resolver.

Investigadora: Mas as perguntas sdo iguais...

Daniel: Entdo era a imagem...

Investigadora: Era a imagem em si? Achavas esta imagem (apontando para a tarefa “Os berlindes do
Carlos”) mais facil do que esta (apontando para a tarefa: “Os graos de café)?

Daniel: Sim.

Verifica-se que o aluno sentiu dificuldades em justificar o porqué de considerar esta tarefa
mais facil do que a “Os grdos de café”, acabando por associar a facilidade a imagem apesentada.
Sendo estas tarefas (“Os graos de café” e “Os berlindes do Carlos”) muito semelhantes, o Daniel
podera ter sentido menos dificuldades por ndo ser a primeira abordagem a tarefas desta

natureza, tendo a tarefa “Os grdos de café” servido de preparacgao.
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Apesar de recorrer maioritariamente a estratégias de contagem visuais, o Daniel continuou
a demonstrar tendéncia para recorrer ao contexto numérico descontextualizado da

representacao figurativa, no que refere ao registo das expressées numéricas.

Tarefa 5: A cole¢ao de moedas

Tal como sucedeu nas tarefas anteriores, o Daniel resolveu esta tarefa de forma auténoma
e empenhada.

Na resolucdo das questdes propostas, voltou a utilizar o subitizing conceptual
reconhecendo a imagem como a composicdo de varias partes, reconhecidas automaticamente
apos a visualizagao.

Tal como os restantes alunos da turma, o Daniel recorreu a expressées numéricas para
resolver a tarefa, apesar de ndo ter sido solicitado. Nas tarefas anteriores foi pedido aos alunos
gue apresentassem uma expressao numérica que traduzisse a contagem efetuada, facto que
podera ter influenciado a resolugdo desta proposta.

Na resolucdo das questbes 1 e 2, o Daniel utilizou estratégias baseadas na ideia de
construcdo da figura como o resultado da reunido de todas as moedas (figuras 38 e 39). Na
primeira questdo o aluno identificou na figura seis partes, destacando-as com letras, visualizando

as moedas numa disposic¢do linear (figura 38).
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Figura 38. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 1 da tarefa “A colecdo de moedas”.

Segundo o registo apresentado, por exemplo na parte A, o aluno encontrou trés grupos de
5 moedas, o que corresponde a visualizagdo das moedas numa disposicdo linear. Para clarificar
esta interpretacdo, aquando da entrevista, o aluno foi questionado sobre a forma como visualizou

a figura:
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Investigadora: Na parte A (apontando para a figura) fizeste 3 X 5+ 2 estavas a ver a figura na
vertical ou estavas a ver a figura na horizontal?

Daniel: (apés 5 segundos) Na vertical.

Com esta resposta, verificamos que o aluno nao visualizou a figura horizontalmente, como
a expressao numérica indicia, mas viu as moedas dispostas verticalmente. Assim, a expressao
numeérica correspondente a visualizacdo das moedas na vertical seria 5 X 3 + 2, representando
cinco grupos de 3 moedas mais 2. Mais uma vez, o Daniel apresentou uma expressao numérica
gue ndo se adequa ao contexto figurativo apresentado, demonstrando que nao estabeleceu um
paralelismo entre a componente numérica e a componente visual.

Na resolucdo da questdo 2, o Daniel visualizou a figura numa disposicdo linear mas na

horizontal, efetuando a contagem das moedas por linha completa, tendo numerado cada linha.
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Figura 39. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 2 da tarefa “A colecdo de moedas”.

Investigadora: As retas que tragaste era para explicar que quando tinhas os nimeros estavas a ver a
figura na horizontal?

Daniel: Sim.

Analisando as expressGes numéricas que o aluno apresentou (figura 40), verifica-se que
estas ndo representam o contexto figurativo, tal como sucedeu na primeira questdo, apesar de ter
descrito corretamente a distribuicdo das moedas de forma verbal.

O facto de o Daniel ndo apresentar um paralelismo entre a componente visual e a
componente numérica revelou-se preponderante na resolu¢do da questdo 3. Devido a esse facto,
o aluno interpretou de forma incorreta a expressdo numérica apresentada, ja que considerou que

esta integrava cinco grupos de 12 moedas, tendo identificado na figura esses grupos com cores

diferentes (vermelho, azul, verde, preto e lapis) (figura 40).
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Figura 40. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 3 da tarefa “A cole¢do de moedas”.

O aluno ndo conseguiu identificar o modo de ver que correspondia a expressdao numérica
do primo do Ricardo, revelando dificuldades no trabalho em contexto figurativo.

O Daniel considerou que a forma mais rapida de efetuar a contagem foi a primeira, o que
correspondeu a uma visualizacdo da figura como a reunido das seis partes. Justificou tal facto por
esta contagem ter sido realizada por grupos. Referiu que ndo teve dificuldades na resolucao desta
tarefa, mas considerou que esta foi a mais dificil do conjunto das tarefas das contagens visuais.
Apesar de recorrer a estratégias de contagem de natureza visual, o Daniel continuou a
demonstrar tendéncia para a utilizacdo do contexto numérico descontextualizado da

representacao figurativa.

Tarefa 6: Nenufares e Ras

O Daniel voltou a mostrar-se empenhado na resolucdo da tarefa que lhe foi proposta.
Conseguiu, rapidamente, identificar a estrutura do padrao e as relagGes existentes entre os varios
elementos que constituiam a sequéncia:

Daniel: Oh professora, se soubermos a tabuada do trés ja sabemos responder...

Tal como varios alunos da turma, o Daniel ndo compreendeu a questdo 9 aquando da
primeira leitura em grande grupo, o que era expectavel ja que nao tinha experiéncia na utilizagao
de varidveis, sendo esta a primeira abordagem a utilizacdo de simbolos algébricos. Foi explicado
que se pretendia saber o nimero de elementos (nenufares, ras e total) para um nimero qualquer
de grupos repetidos, sendo esse nimero qualquer representado por uma letra.

Na questdo 1, apesar de nao ser pedido, o aluno identificou logo o motivo que se repetia ao
longo da sequéncia, chamando-lhe motivo minimo (figura 41). Na questdo 2, em que se pedia o
grupo de repeticao, o aluno identificou o padrao do tipo AAB, respondendo que a unidade de

repeticdo era “2 nenufares e umara”.
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Ao contrario da maioria dos alunos da turma, para descobrir o 13.2 elemento da sequéncia,
o Daniel recorreu a estratégia Parte Unidade com ajuste. Da analise da estrutura do padrao,
concluiu que a posicdo ocupada pelas ras correspondia a um multiplo de trés. Assim, sabia que a
12.2 posicao era ocupada por uma ra, logo o 13.2 elemento seria um nenufar, pois ndo ocupa uma
posicdo que seja multiplo de trés (figura 41). O aluno usou o grupo de repeticdo como unidade e

considerou multiplos até se aproximar do valor 13, fazendo depois um ajuste.
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Figura 41. Resolugdo apresentada pelo Daniel para as questdes 1 e 2 da tarefa “Nenufares e ras”.

Apesar de na resolugdo o aluno apresentar a sequéncia até ao 13.2 elemento, pela
entrevista foi possivel confirmar que apenas o fez para poder justificar melhor o raciocinio,
verificando a sua conclusdo. O seu raciocinio baseou-se na regra que identificou:

Investigadora: Na questdo 1 o que fizeste em primeiro lugar? O célculo ou esquema?

Daniel: Fiz primeiro isto (apontando para os calculos efetuados). Isto (apontando para a sequéncia)
era para ver... para completar.

Investigadora: Para completar a tua resposta fizeste a sequéncia...

Daniel: Sim.

Investigadora: Mas fizeste em primeiro lugar os calculos...

Daniel: Sim.

Sendo o Daniel um aluno bastante preocupado com a apresentagdo de uma justificacdo o
mais completa possivel compreende-se esta necessidade de representar a sequéncia no sentido
de ver a sua resposta confirmada.

Nas questdes 3 e 4 o aluno usou a estratégia explicita pois aplicou uma regra resultante das
relacbes identificadas entre os varios termos da sequéncia. Assim, concluiu que em cada grupo de
repeticao surgem 2 nenufares e 1 r3, logo o nimero de ras é igual ao numero de grupos repetidos

e o0 numero de nenufares é o dobro do nimero de grupos repetidos (figura 42).
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Figura 42. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 3 da tarefa “Nenufares e ras”.
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Desta forma, na questdo 4 concluiu que na 302 posi¢do se encontrava uma ra porque 30 é
um multiplo de trés.
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Figura 43. Resolugdo apresentada pelo Danlel para a questdo 4 da tarefa “Nenufares e ras”.

Investigadora: Na 4.2 questdo dizes...Na 3.2 posi¢do estd uma ra. Estavas a referir-te a posi¢do de
uma rd num sé grupo?

Daniel: Sim.

Investigadora: Estds a referir-te a posicdo num sé grupo...estas a dizer...se num sé grupo estd na
terceira posi¢do, multiplicando sempre vai chegar a trigésima posicdo. O que significa multiplicando
sempre?

Daniel: Multiplicar até chegar ao nimero.

Investigadora: E entdo que nimero é esse?

Daniel: Era o 30.

Investigadora: E o que é 0 30 em relagdo ao 3?

Daniel: E um mdltiplo.

Verificou-se assim que, nas questdes 3 e 4, em que se pretendia trabalhar questdes de
generalizagdo proxima, o Daniel, ao contrario da maioria dos alunos da turma, utilizou a estratégia
explicita, deduzindo de imediato uma regra que lhe permitiu determinar os termos solicitados.

Em questdes de generalizagdo distante, como as questdes 5, 6 e 7, o Daniel continuou a
utilizar a estratégia explicita. Na questdo 5 (figura 44), concluiu facilmente que existiam 34
nenufares e 17 grupos de repeticdo. Apesar de na resposta nao referir o nimero de grupos

repetidos, na sua resoluc¢do identifica a existéncia de 17.
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Figura 44. Resolucdo apresentada pelo Daniel para a questdo 5 da tarefa “Nenufares e ras”.

Na resolucdo da questdo 6, o aluno apresentou algumas duvidas. Dividiu o nimero de
nenufares por dois, obtendo como resultado um ndmero nao inteiro (figura 45), o que confundiu

o Daniel, assim como outros alunos da turma que utilizaram a mesma estratégia:

Daniel: Aqui, (apontando para a questdo 5) se construir uma sequéncia com 71 nenufares, quantas
ras existem? Os nenufares sdo sempre o dobro! E aqui se dividirmos 71 por 2 vai dar 35 e meio. Ndo
é?

Investigadora: Achas que pode haver 35 ras e meia?

Daniel: N3o!

Investigadora: Tens que pensar...se ndo pode haver 35 rds e meia como é que tu vais responder a
isso. Com os 71 nenufares terds grupos completos ou ndo?

Daniel: Uhm...E isto dos grupos repetidos (apontando ainda para a questao 5).

Investigadora: O que era um grupo repetido Daniel?

Daniel: Isto (apontando para o nenufar, nenufar, ra na imagem da sequéncia).
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Investigadora: Isso é um grupo repetido. Esta a perguntar, se eu tiver 71 nenufares quantos grupos
repetidos tenho?
Daniel: Ah! Ja percebi.
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Figura 45. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 6 da tarefa “Nenufares e ras”.

Investigadora: Na questdo 6 riscaste 35,5. O que significa este risco?
Daniel: Que ndo podiam ser 35 ras e meia.

O aluno considerou que, com 71 nenufares, nao existiriam grupos completos, ficando assim
com 35 ras. Contudo, na resposta a esta questdo afirmou que ficariam 35 grupos completos e o
369 teria 2 nenufares. Apesar de ndao completar o grupo de repeticdao, acrescenta um nenufar ao
numero dado inicialmente. Para manter a mesma linha de pensamento, o aluno ndo deveria
acrescentar nenufares e considerar o grupo incompleto, ou ao acrescentar um nenufar também
deveria acrescentar uma ra e considerar o motivo de repeticdo completo.

Na questdo 7 (figura 46), através da regra descoberta, o aluno encontrou o nimero de ras e
nenufares existentes em 30 grupos repetidos. Contudo, esqueceu-se de referir o nimero total de
elementos.
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Figura 46. Resolucdo apresentada pelo Daniel para a questdo 7 da tarefa “Nendfares e ras”.

Investigadora: Na questdo 7 fazes 30 grupos repetidos 30 ras. 1 grupo — 1 rd. 1 grupo — 2 nenufares.
Logo 30 ras e 60 nenufares. E o numero total de elementos? Também pedia. Qual é o niumero total
de elementos? Sabes?

Daniel: 90.

Investigadora: Porqué?

Daniel: Porque o nimero total dos elementos sdo as rds mais os nenufares. Os nentfares sdo 60 e as
ras 30.

Na resolucdo da questdo 8 optou inicialmente por um raciocinio de proporcionalidade
direta, embora de forma desadequada:

Daniel: Aqui (apontando para a questdo 8). Em 2 grupos hda 6 elementos, duas rds e quatro
nenufares. E 4 nenufares é 75% dos 6 elementos. E entdo eu queria ver 75% de 780. Para ver quanto
é que dava. SO que para ndo demorar tanto tempo eu pedia se podia usar a maquina de calcular?
Investigadora: Podes.

99



Daniel: Posso?
Investigadora: Sim

Investigadora: E porque estas a dividir 75 por 780?
Daniel: Ndo é a percentagem?

Investigadora: E?

Daniel: Ndo é?

Investigadora: Ndo sei...

Investigadora: Entdo Daniel...apagaste tudo?

Daniel: N3o resultou...

Investigadora: Porqué?

Daniel: Porque deu um ndmero com muitas casas decimais.

Apesar de se ter verificado que o aluno estava a seguir um caminho desadequado, pois os
nenufares correspondem a aproximadamente 66% dos elementos numa sequéncia de grupos
repetidos, a investigadora optou por nada dizer de forma a ndo condicionar o raciocinio do aluno,
deixando-o utilizar a calculadora. O aluno acabou por abandonar este raciocinio por ndo obter um

valor que considerasse valido, pois ndo estava a calcular o valor da percentagem de forma
~ . ] . 2
correta. Se ndo apresentasse esses erros e tivesse concluido que os nenufares eram 3 dos

elementos num grupo, e calculasse corretamente a percentagem correspondente, teria chegado
ao valor que representava o numero de nenufares e assim poderia saber também o niumero de
ras. O Daniel optou entdo por aplicar a regra utilizada anteriormente, revelando reversibilidade
no pensamento. Dividiu o total de elementos por trés, encontrando o nimero de grupos
repetidos e consequentemente o numero de ras, tendo depois multiplicado por dois para

encontrar o niumero de nenufares (figura 47).
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Figura 47. Resolugao apresentada pelo Daniel para a questdo 8 da tarefa “Nenufares e ras”.

Apesar de inicialmente ndo compreender o que se pretendia com a questdao 9, o Daniel
conseguiu traduzir as regras por palavras. Contudo, ndo conseguiu transpor essa informacgao para

uma expressao algébrica que traduzisse a generalizagao (figura 48).
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Figura 48. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 9 da tarefa “Nenufares e ras”.
Analisando as resolugbes do aluno referentes as questdes 1, 5 e 8, verifica-se que
apresentou, novamente, uma expressdo numérica que ndo se adequa ao contexto explorado,
demonstrando que ndo estabeleceu um paralelismo entre a componente numérica e a
componente visual. Ao longo da tarefa, quer em questes de generalizacdo préxima quer em
questdes de generalizacdo distante, o Daniel recorreu a estratégia explicita, com excecdo da
questdo 1 (generalizacdo proxima) em que utilizou a estratégia Parte Unidade com ajuste.
Conseguiu formular regras que surgiram da correta apropriacdao da estrutura do padrdo, sendo
inclusivamente capaz de evidenciar reversibilidade de pensamento. O aluno afirmou ter sentido
dificuldades nas questdes 6 e 8. Isso verificou-se ao longo da resolugao tendo solicitado ajuda
para melhor compreender as mesmas. Por fim, considerou que com esta tarefa aprendeu a

resolver sequéncias e a “treinar” o cérebro.

Tarefa 7: Smiles

O Daniel voltou a mostrar-se empenhado na resolucdo da tarefa que lhe foi proposta,
tendo procedido a sua resolucdo de forma auténoma. Mostrou-se bastante entusiasmado
aquando da leitura inicial, considerando a tarefa de facil resolucéo:

Daniel: Isto é fécil. Isto é mesmo facil...

Contudo, verificou-se que ao longo da tarefa, teve algumas dificuldades pois baseou o seu
raciocinio apenas no contexto numérico, desvalorizando o contexto visual. Para encontrar o
numero de smiles da 4.2 figura o Daniel utilizou a estratégia Recursiva. O aluno verificou que a
diferenga entre termos consecutivos era de 3 smiles e assim obteve o termo de ordem 4,

adicionando 3 smiles ao termo anterior (figura 49).
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Figura 49. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 1 da tarefa “Smiles”
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O aluno ndo descreveu a 4.2 figura, limitou-se a desenhd-la. Ndo se centrou na estrutura
visual do padrdo, tendo-se focado apenas no contexto numérico, nomeadamente na diferenca
entre termos consecutivos. Por esta razdo, apresentou dificuldades na definicdo de uma
estratégia para a resolucdo das questdes de generalizacdo distante, nomeadamente a questdo 2.
Apesar de a investigadora ter apelado a visualizacao das figuras, no sentido do aluno descobrir um
modo de contagem baseado na visualizacdo que o conduzisse a descoberta de uma expressao
numérica que facilitasse a generalizacdo distante, continuou a centrar-se no contexto numérico,
usando um raciocinio recursivo.

Investigadora: Daniel apagaste tudo?
Daniel: Apaguei.

Investigadora: Porqué?

Daniel: Acho que estd mal...

Investigadora: Como é que tu vés a figura?
Daniel: Como?

Investigadora: Como é que tu olhas para a figura e vés os smiles que estdo aqui?
Daniel: Anda sempre trés.

Nas questdes 2 e 3, o Daniel continuou a recorrer a estratégia Recursiva, utilizando também
a estratégia Multiplo da diferengca com ajuste. Descobriu o termo de ordem 10, continuando a
sequéncia, e, para contornar a morosidade desta estratégia, encontrou valores para termos cuja
ordem fosse um multiplo de 10 (20, 30, 40, ...) até obter o 100.2 termo. Depois de encontrado o
109 termo, para determinar o 202 adicionou-lhe o nimero de smiles correspondente ao niumero

de vezes que se regista a diferenca, procedendo da mesma forma até obter o 1002 termo (figura

50).
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Figura 50. Resolugdo apresentada pelo Daniel para as quest&es 2 e 3 da tarefa “Smiles”
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Com esta resolucdo, e baseando-se apenas no contexto numérico, o aluno encontrou uma
regra que |lhe permitiu descobrir o nimero de smiles para qualquer figura. Contudo, ndo a
valorizou e ndo a utilizou em questdes posteriores.

Investigadora: Na questdo 2 fizeste em primeiro lugar este raciocinio? (apontando para o raciocinio
recursivo).

Daniel: Sim.

Investigadora: E depois fizeste a resposta. E esta resposta ajudou-te a chegar ao outro raciocinio?
(apontando para o raciocinio que permitia a descoberta de uma regra)

Daniel: Sim. Sé depois é que descobri esse.

Investigadora: A resposta a questdo 3 encontraste quando fazias a 2?

Daniel: Sim.

A estratégia utilizada na questdo 2 permitiu-lhe também descobrir se seria possivel
construir uma figura com 121 smiles, porque este valor correspondia a um termo cuja ordem era
um multiplo de 10 (ordem 40) (figura 59), ndo tendo, por isso, utilizado a reversibilidade de
pensamento.

Na questdo 4 o aluno revelou dificuldades na manipulagdo simbdlica e ndo conseguiu
encontrar uma expressao algébrica que permitisse calcular o numero de smiles da figura n,
possivelmente porque na resolugdo das questdes anteriores teve por base o raciocinio recursivo
(figura 51). O Daniel poderia ter utilizado a regra encontrada na resolugdo da questdo 2 quer
nesta questdo, quer na questdo 3. Contudo, ndo o fez, possivelmente, porque ndo conseguiu

desligar-se do raciocinio recursivo.
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Figura 51. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 4 da tarefa “Smiles”

Investigadora: Na questdo 4, quando escreves 3n de vezes, que operacdo esta aqui representada?
Daniel: E a multiplicar.

Investigadora: Se na questdo 2 encontraste outro raciocinio, porque ndo o usaste aqui?

Daniel: Qual?

Investigadora: Na questdo 2 disseste que era multiplicar o niUmero da figura por 3 e depois somavas-
Ilhe um.

Daniel: Humm... era para usar mas... depois ndo usei.

O aluno ndo conseguiu perceber que o ultimo raciocinio da questdo 2 lhe permitiria
descobrir o nimero de smiles para um termo de qualquer ordem, porque, mais uma vez, centrou
a sua atengdo apenas no contexto numérico.

O Daniel demonstrou dificuldades na visualizacdo e no trabalho em contexto figurativo ja
gue na questdo 5 ndo conseguiu interpretar o significado das expressdes numéricas apresentadas,

tendo por base a visualizacdo da sequéncia, ndo tendo estabelecido um paralelismo entre a
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componente visual e a componente numérica. O aluno tentou, apenas, fazer uma interpretacdo
das expressOes apresentadas sem as contextualizar, o que impediu a correta resolucdo desta

questdo (figura 52).
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Figura 52. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 5 da tarefa “Smiles”
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Ao longo da tarefa, quer em questdes de generalizacdo préxima quer em questdes de
generalizagdo distante, o Daniel baseou-se num raciocinio de tipo recursivo, sendo que nas
guestdes de generalizacdo distante associou-lhe a estratégia multiplo da diferenca com ajuste,
numa tentativa de contornar a morosidade da recursdo. O aluno utilizou estratégias nao visuais,
suportando o seu raciocinio no contexto numérico em detrimento do contexto figurativo, o que
nao lhe permitiu resolver com sucesso as questdes 4 e 5. Demonstrou dificuldades na
visualizacdo, ndo conseguindo apresentar uma expressao algébrica que traduzisse a sequéncia,
nem interpretar o significado de expressGes numéricas representativas do termo de ordem 250,
baseando-se na sequéncia. O aluno afirmou ter sentido dificuldades na questdo 5, porque ndo
conseguia saber o que representavam as expressdes e na questdo 2 porque estava a ser
complicado encontrar uma estratégia que considerasse valida. Estas dificuldades sdo normais
numa situagcdo em que o raciocinio assenta apenas no contexto numérico. Por fim, considerou
que com esta tarefa aprendeu “a resolver dificeis problemas e a resolver sequéncias”, o que

contrasta com a leitura inicial da tarefa em que o aluno a considerou como sendo muito facil.

Tarefa 8: Os Z’s

O Daniel voltou a mostrar-se empenhado na resolugao da tarefa que lhe foi proposta,
tendo procedido a sua resolu¢do de forma autdénoma. Facilmente visualizou a estrutura do padrao
e identificou rela¢gdes entre a varidvel dependente e a varidvel independente. Ao contrario da
tarefa anterior, em que apenas se baseou no contexto numeérico, nesta fundamentou o seu
raciocinio no contexto figurativo, valorizando a componente visual deste padrao.

O Daniel utilizou sempre a mesma estratégia, a explicita, quer na generalizagdo proxima

guer na generalizacdo distante. O aluno aplicou uma regra representativa da relacdao entre as
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variaveis dependente e independente. Baseando-se na forma como visualizou as figuras,
descobriu uma expressdao numérica que lhe permitia calcular o nimero de quadradinhos para um
termo de qualquer ordem. Identificou dois grupos com o mesmo nimero de quadradinhos (linha
de cima e de baixo) e um quadrado central, o que corresponde a uma generalizagdo construtiva.
Na questao 1 verifica-se que o aluno desenhou corretamente a 4.2 figura mas desenhou de
forma errada a 5.2, tendo mantido a altura invariante (figura 53). Contudo, este facto nao
conduziu a erros nas questdes seguintes pois conseguiu identificar a estrutura do padrdo e
deduziu uma regra que relacionava as duas varidveis baseando-se na visualizacdo das figuras
anteriores. Analisando as expressdes numéricas que o aluno apresentou para cada termo,
verifica-se que na 5.2 figura a expressdo numérica ndo corresponde a figura desenhada,

correspondendo a figura de ordem 5 da sequéncia se tivesse sido desenhada de forma correta.
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Figura 53. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 1 da tarefa “Z’s”

Na questdo 2 o Daniel descobriu o nimero de quadradinhos da 32 figura através de uma
expressao numérica, recorrendo a estratégia explicita. Visualizou a figura composta por dois
conjuntos de 4 (uma linha em cima e outra em baixo) e um quadrado central de dimensdes 3x3

(figura 54).
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Figura 54. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 2 da tarefa “Z’s”

Investigadora: Na questdo 2, para saber o nimero de quadradinhos estiveste a conta-los ou fizeste
logo desta forma (apontando para a expressdo numérica), usando o calculo?

Daniel: Logo desta (apontando para a expressao numérica).

Investigadora: Fizeste logo o calculo.

Daniel: Dividi...

Investigadora: Dividiste em grupos e fizeste o calculo?

Daniel: Sim.

Para encontrar o nimero de quadradinhos da 6.2 figura, generalizagao préxima, e da 40.2
figura, generalizagdo distante, o Daniel recorreu a regra descoberta anteriormente, utilizando a

estratégia explicita (figura 55).
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3. Quantos quadradinhos tera a 6.2 figura? Descreve 0 modo como pensaste.
- Qinﬁmo\_v 2 X&’L LB x6 -
RS SRS N

D\_ \l”O S@ Qf\i\(\é\! Ned . \ﬁ 2 OGrol NN&%{JL w(, Qoﬂ .2( £ i

mus O B0 Go (G &) .

4. Quantos quadradinhos terd a figura de ordem 407? Explica como pensaste.
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Figura 55. Resolugdo apresentada peIo Daniel para as questdes 3 e 4 da tarefa “Z’s”

Em ambos os casos o aluno apoiou a sua resolucdao no contexto figurativo apresentado,
descrevendo a forma como viu a figura. Na descri¢cdo do 40.2 termo relacionou a figura com a
ordem ocupada na sequéncia.

Na questdo 5, o aluno utilizou a estratégia tentativa e erro, ndo recorrendo ao raciocinio
inverso, testando valores na regra descoberta anteriormente. Olhando para o nimero dado, 964,
verificou que o poderia decompor em 900 e 64. Assim, conseguiria obter um quadrado central de
dimensdes 30x30 e a linha superior e inferior com 32 quadradinhos cada. Por isso concluiu que

seria possivel a construgdo da figura (figura 56).
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Figura 56. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 5 da tarefa “Z’s”

Contudo, quando estava a expor o seu raciocinio a turma, aquando da discussdo final da
tarefa, o aluno compreendeu que tinha um erro na sua forma de pensar e que por isso a sua
conclusdo ndo estava correta.

Investigadora: (Apds o Daniel ter explicado o seu raciocinio e ter afirmado ser possivel construir a
figura) Qual é o nimero de ordem da figura?

S.G.: O numero de ordem?

Daniel: E 30.

Investigadora: Porqué?

Daniel: Por causa do quadrado central.

Investigadora: Porque o quadrado central tem dimensdes 30x30.

Daniel: O professora... mas os das linhas é sempre mais um e neste caso é mais dois...
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Investigadora: Sim. Tens aqui qualquer coisa mal... Ndo é possivell Tens o raciocinio correto mas
chegas a uma conclusdo errada. Mas tu préprio encontraste o erro.

O aluno encontrou valores que poderia aplicar na regra descoberta, contudo precipitou-se
na parte final o que o levou a uma conclusdo errada. Na verdade, ndo era possivel construir uma
figura com 364 quadradinhos porque se o quadrado central tem dimensdes 30x30, a linha
superior e inferior teriam que ter 31 quadradinhos cada pois tém mais um quadradinho que o
lado do quadrado central.

Apesar de, ao longo da tarefa o Daniel ter utilizado a estratégia explicita e de na questdo 4
(figura 55) ter relacionado o nimero de quadradinhos com a ordem da figura, apresentou um
erro na expressao algébrica (figura 57). Como se verifica nas questdes anteriores, o aluno
compreendeu que a linha superior e inferior tém mais um quadradinho que a ordem da figura.

Contudo, ndo foi capaz de traduzir isso numa expressao algébrica.

6. Como podes descobrir o nimero de quadradinhos da figura de ordem n?
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Figura 57. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 6 da tarefa “Z’s”

Aguando da resolucdo da tarefa, o aluno pensava que a mesma letra na mesma expressao
poderia representar valores diferentes, como se pode comprovar pelo que referiu aquando da
discussdo da tarefa, tendo por isso representado o nimero de quadradinhos das linhas e do lado
do quadrado central com n.

Daniel: (apds a apresentacdo da express3o algébrica 2 X (n + 1) + n X n na discussdo final) En + 1
professora?

Investigadora: Sim.

Daniel: Professora... o primeiro n se pusermos outro n a frente, o segundo n é o mesmo n do
primeiro?

Investigadora: E.

Daniel: E 0 mesmo niimero?

Investigadora: Quando é a mesma letra representa o mesmo nimero.

Daniel: Ah... Pensava que ndo. Se ndo fosse assim ndo era preciso por o mais um...

Aguando da realiza¢do da tarefa o aluno revelou dificuldades na manipulagao simbdlica. No
entanto, pela entrevista verifica-se que, através da discussao da tarefa, o aluno compreendeu que
nao poderia representar valores diferentes com a mesma letra.

Investigadora: Porque é que na questdo 6 tentas resolver a expressao?
Daniel: Para ser mais facil.

Investigadora: Achavas que havia necessidade de resolver a expressao?
Daniel: Sim.

Investigadora: Pensa... 2 X n é n?

Daniel: Nao.
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Investigadora: En X n é n?
Daniel: N3o.

Ao longo da resolucdo desta tarefa, ao contrario da anterior, o Daniel recorreu a estratégia
explicita, usando assim uma estratégia de natureza visual, tendo baseado o seu raciocinio no
contexto figurativo, o que se revelou favoravel na correta resolucdo da mesma. Apresenta-se
como excecdo a questdo 5 em que recorreu a estratégia tentativa e erro, estratégia de natureza
ndo visual, ndo utilizando a reversibilidade de pensamento para descobrir se era possivel construir
uma figura com 964 quadradinhos. Porém, pode-se afirmar que, neste caso, a visualizacdo e
apresentou como elemento facilitador da resolugdo da tarefa e do desenvolvimento do
pensamento algébrico. O aluno afirmou ndo ter sentido dificuldades devido a estratégia que
utilizou. Por fim, quando questionado sobre o que aprendeu, salientou a importancia da

estratégia escolhida para ter sucesso na resolugdo de tarefas que envolvam sequéncias.

Tarefa 9: Os lugares

Tal como nas tarefas anteriores, o Daniel mostrou-se motivado e empenhado na resolucdo
desta tarefa, tendo procedido a sua resolugdo de forma auténoma. O aluno visualizou a estrutura
do padrdo e identificou relagdes entre a varidvel dependente e a varidvel independente, tendo
baseado o seu raciocinio no contexto figurativo.

O Daniel, como na tarefa “Z's”, utilizou a estratégia explicita, quer em questbes de
generalizagdo préxima quer em questdes de generalizagdo distante, identificando uma regra que
relacionava as varidveis dependente e independente. Salienta-se o facto de ter sido o Unico aluno
da turma a utilizar esta estratégia. Identificou cada fila como sendo constituida por multiplos de
trés mais um, resultante da decomposicdo do padrdao em partes disjuntas, o que corresponde a

uma generalizacdo construtiva (figura 58).

Num teatro existem quatro lugares na primeira fila. O aumento do niimero de lugares de fila para fila é sempre o

mesmo. A figura seguinte ilustra as quatro primeiras filas do teatro.
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Figura 58. Andlise da figura da tarefa “Os lugares” realizada pelo Daniel

O aluno descobriu o niumero de lugares da 5.2 fila, da 6.2 fila (questdo 1) e da 10.2 fila
(questdo 2), questdes de generalizagdo préxima, aplicando a regra descoberta através da andlise

da figura em que relaciona o nimero de lugares com a ordem da fila, recorrendo assim a
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estratégia explicita. Reconheceu que o numero total de lugares de uma fila resulta da soma de um
com um multiplo de trés. Esse multiplo é obtido multiplicando a ordem, ou seja o nimero da fila,

por trés. Assim, para descobrir o nimero de lugares da 5.2 fila, multiplicou 5 por 3 adicionando de
seguida 1 (figura 59).
1. Quantos |ugares existem na 5.2 e 6.2 filas do teatro? Explica como pensaste.
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2. Quantos lugares existem na 10.2 fila? Explica como pensaste. ‘
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Figura 59. Resolugdo apresentada pelo Daniel para as questdes 1 e 2 da tarefa “Os lugares”
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Na questdo 3, de generalizagdo distante, o aluno também utilizou a estratégia explicita para
encontrar o nimero de lugares da 138.2 fila. Usou a mesma regra das questdes 1 e 2,

relacionando as varidveis dependente e independente, o que |he permitiria descobrir o nimero
de lugares de qualquer fila (figura 60).

3. Quantos lugares existem na 138.2 fila do teatro? Explica como pensaste
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Figura 60. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 3 da tarefa “Os lugares”

Analisando as express0es numéricas que o Daniel apresentou, verifica-se que, junto a
figura, parte delas traduzem o contexto apresentado (figura 58). Contudo, na resolugdo das
diversas questdes, continuaram a surgir situacdes em que a expressao ndo correspondia
completamente a interpretacdo do contexto explorado (figuras 58 e 59). O aluno, apesar de
compreender a estrutura do padrdo e de ser capaz de formular expressdes numeéricas, ndo

atribuiu significado diferente a mudanga de ordem dos fatores envolvidos na multiplicagao.
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Ao longo da resolucdo desta tarefa, o Daniel recorreu a estratégia explicita, usando assim
uma estratégia de natureza visual, tendo baseado o seu raciocinio no contexto figurativo, o que se
revelou favoravel na correta resolucdo da mesma. Mais uma vez, a visualizacdo constituiu um
meio facilitador da resolucdo da tarefa, assim como do desenvolvimento do pensamento
algébrico. Tal como na tarefa anterior, o aluno afirmou nao ter sentido dificuldades devido a
estratégia que utilizou. Considera que, com esta tarefa, aprendeu estratégias que permitem

resolver problemas com padrdes.

Tarefa 10: A moldura

O Daniel voltou a mostrar-se motivado e empenhado na resolucdo desta tarefa, tendo
procedido a sua resolucdo de forma autdnoma. Visualizou a estrutura do padrdo e identificou
relacGes entre a varidvel dependente e a varidvel independente, tendo baseado o seu raciocinio
no contexto figurativo.

Utilizou a estratégia explicita, quer em questdes de generalizacdo préxima quer em
questGes de generalizacdo distante, identificando uma regra que relacionava as varidveis
dependente e independente. Identificou em cada moldura quatro conjuntos com o mesmo
numero de azulejos, correspondente as dimensdes do quadrado, subtraindo posteriormente os
azulejos sobrepostos (os cantos da moldura), correspondendo assim a uma generalizagdo de
natureza desconstrutiva, sendo a primeira vez que utilizou uma estratégia desta natureza.

O aluno descobriu o nimero de azulejos para as figuras de dimensdes 8x8 (questdo 1) e de
dimensées 15x15 (questdo 2), questdes de generalizagdo préxima, aplicando a regra descrita, que
surgiu da analise da figura, relacionando o numero de azulejos com as dimensdes da moldura,
recorrendo assim a estratégia explicita. Concluiu que a figura era composta por quatro conjuntos
com o mesmo numero de azulejos que a dimensdo da moldura, retirando os que ja tinham sido
contemplados nesta contagem. Assim, para descobrir o nimero de azulejos da moldura de

dimensdes 8x8 multiplicou 8 por 4 subtraindo de seguida 4 (figura 61).
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1. Quantos azulejos sdo necessdrios para fazer o espelho representado na 3 ‘ l . l l . [

fig_ura? Explica como pensaste.
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Figura 61. Resolugdo apresentada pelo Daniel para as questdes 1 e 2 da tarefa “A moldura”

Verifica-se que o contexto figurativo foi preponderante no sucesso da resolucdo desta
tarefa. A analise do padrao figurativo permitiu ao aluno compreender a sua estrutura e deduzir
uma regra que lhe permitiu descobrir o nimero de azulejos da moldura.

Na questdo 3 (figura 62), de generalizagdo distante, o Daniel também utilizou a estratégia
explicita para descobrir o nimero de azulejos da figura de dimensdes 90x90. Usou a regra
descoberta anteriormente, ja aplicada para a descoberta do nimero de azulejos de uma moldura
de dimensdes 8x8 (questdo 1) e de uma moldura de dimensdes 15x15 (questdo 2), relacionando
as variaveis dependente e independente, o que |he permitiu descobrir o nimero de azulejos de

uma moldura de quaisquer dimensdes.

3. Quantos azulejos sdo necessdrios para construir uma moldura com dimensdes 90x90? Explica como pensaste.
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Figura 62. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 3 da tarefa “A moldura”

Na questao 4, que implicava a generalizacao distante e a reversibilidade de pensamento, o
Daniel ndo foi capaz de aplicar a regra descoberta anteriormente, ndo revelando reversibilidade
no pensamento. O aluno conseguiu resolver de forma correta esta questdo, recorrendo a
estratégia explicita e baseando o seu raciocinio nas resolugdes das questdes anteriores.
Observando a resolugdo das questdes 1, 2 e 3, verificou que o nimero total de azulejos de cada

moldura correspondia ao produto de 4 pela diferenca entre o valor da dimens3ao do lado do
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guadrado e um. Por exemplo, para a figura de dimensdes 8x8, o nimero de azulejos é dado por
4 x (8 — 1). Assim, dividiu o nimero de azulejos dado por 4 encontrando o valor 105, concluindo
qgue era possivel construir uma moldura com 420 azulejos que corresponderia as dimensoes
106x106 (figura 63).

4. E possivel construir uma moldura com 45 zulejos? Explica o teu raciocinio.
MM

W20 aadod a0 fos I o L1
A0s 34 choitos 0 oS
LS Q8 e T, W0 aa&z (\JQQ

& Q\ \’(‘)Q%QJ\NQS %Or C\ <’\ﬁ(j§) ®Q O‘MQ R Vi 0\8 ,&ﬁt.

()06%%<1~\Q AR« @da i ng&%p
\D’mcﬁ ;}\_ C}J)S7\§ Cr\%.OQ ) (&l\»&b MO O*QAYOS %gc me &g Qﬁg

w Nt Mo fB'\\ MO e 02 @\ a . m® ISV N deg

o daou&gﬁ (S‘m& Q.23 2802 R iime by

5. Descobre o nimero de azuléjos necessarios para construxr uma moldura de qualquer dimens3o. B ﬁc&_\' »)»": '(O@
Figura 63. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 4 da tarefa “A moldura”
O Daniel conseguiu elaborar uma expressao algébrica que traduzia a generalizag¢do (questao
5), revelando evolugdo na manipulagdo simbdlica (figura 64).
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Figura 64. Resolugdo apresentada pelo Daniel para a questdo 5 da tarefa “A moldura”

Analisando as expressdes numéricas que o Daniel apresentou, verifica-se que continuaram
a surgir situagées em que a expressdo numérica ndo correspondia completamente a interpretagdo
do contexto explorado (figuras 61, 62, 63 e 64). Apesar de compreender a estrutura do padrdo e
de ser capaz de formular expressdes numéricas, ndo atribuiu significado diferente a mudanca de
ordem dos fatores envolvidos na multiplicacdo.

Ao longo da resolucdo desta tarefa, o Daniel recorreu a estratégia explicita, usando assim
uma estratégia de natureza visual, tendo baseado o seu raciocinio no contexto figurativo, o que se
revelou favoravel na correta resolu¢ao da mesma. Mais uma vez, a visualizagdo apresentou-se um
meio facilitador da resolugdo da tarefa, assim como do desenvolvimento do pensamento
algébrico. Pela primeira vez visualizou a figura tendo por base uma generalizagdo desconstrutiva.
Tal como na tarefa anterior, o aluno afirmou nao ter sentido dificuldades devido a estratégia que

utilizou. Considerou que, com esta tarefa, aprendeu a resolver problemas que envolvem padrdes.
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Sintese

O Daniel revelou-se empenhado e interessado ao longo das sessfes de exploracdo das
tarefas. Nas tarefas de Contagens Visuais recorreu a estratégias de natureza visual, envolvendo,
guase sempre, o subitizing conceptual. Viu, com facilidade, diferentes agrupamentos nas figuras,
conseguindo obter expressdes numéricas equivalentes. Nas tarefas de sequéncias e problemas
com padrdes, o Daniel recorreu a varias estratégias: recursiva, parte unidade, multiplo da
diferenca, tentativa e erro e explicita. Revelou preferéncia pela generalizagao construtiva, apesar
de também ter recorrido a generalizacdo desconstrutiva na tarefa A moldura. O Daniel revelou
dificuldades na analise da estrutura do padrdao apenas na tarefa Smiles, baseando-se no contexto
numérico, tendo, por isso, revelado mais dificuldades na resolucdo desta tarefa. Nas restantes,
recorreu a estratégias de natureza visual, sendo capaz de analisar a estrutura do padrdo e
relacionar as varidveis dependente e independente, elaborando uma regra que traduzia a
generalizagdo. Apesar de inicialmente ter revelado algumas dificuldades, conseguiu formular
expressoes algébricas que traduzissem a generalizacdo, revidenciando evolucdo na manipulacado

simbdlica.
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CAPITULO VI - O CASO ANDRE

Neste capitulo descreve-se, de forma detalhada, a participacdo do André, um dos alunos
gue integrou este estudo. Depois de apresentar as suas caracteristicas pessoais e académicas,

analisa-se o trabalho desenvolvido pelo aluno ao longo da exploracao das tarefas propostas.

Caracterizagao do André

No inicio do ano letivo o André tinha 11 anos. Reside com os pais e trés irmdos com 7, 9 e
22 anos numa freguesia que faz fronteira com a freguesia onde se localiza a Escola. Desloca-se
para a Escola de autocarro demorando cerca de 20 minutos a realizar o percurso. O pai tem como
habilitagdes académicas o 2.2 ciclo do Ensino Bdsico e a mae ndo frequentou a escola. O André
frequentava o Desporto Escolar, nomeadamente a modalidade de Badminton, atividade
extracurricular promovida pela Escola. Nos tempos livres gostava de ler, ver televisdo e de jogar
futebol. No seu percurso escolar ndo apresentava retencgdes e, quanto ao seu futuro, ambicionava
concluir o Ensino Secundario. Recorria a biblioteca escolar por iniciativa prépria, para ler, fazer
trabalhos e estudar. As suas disciplinas preferidas eram a Matematica e as Ciéncias da Natureza
porque, segundo ele, “nao é dificil de perceber a matéria”.

Tratava-se de um aluno de desempenho médio mas que revelava algumas dificuldades e
apresentava nivel 3 a Matematica. Quando questionado sobre o que é para si a Matematica dizia
ser uma disciplina normal. Afirmava gostar da disciplina de Matematica porque gostava do
professor e acrescentava que gostava de desenhar na parte da Geometria. Perante uma tarefa
matematica afirmava sentir-se normal. O que mais gostava de fazer nas aulas de Matematica era
“fazer exercicios” e o que menos gostava era “quando é para arrumar”.

Em tragos gerais, tratava-se de um aluno sossegado e pouco falador, que participava mas
que tinha de ser estimulado para o fazer. Conseguia transmitir as suas ideias e justificar os seus
raciocinios. Apesar de ser envergonhado, colocava as suas dificuldades e duvidas. Era um aluno
atento mas que revelava falta de trabalho, sendo também um pouco desorganizado, o que ndo o
favorecia nas dificuldades que sentia. O André era simpatico, timido e apresentava uma boa

relacdo com os colegas.

115



Exploragao das tarefas

Nesta seccdo apresenta-se o trabalho desenvolvido pelo André ao longo da implementacgao
das tarefas, sendo feita uma andlise com incidéncia nas estratégias utilizadas e nas dificuldades

reveladas.

Tarefa 1: Qual tem mais estrelas?

O André realizou o trabalho de forma auténoma, mostrando-se motivado e empenhado na
resolucdo da tarefa. Contudo, demorou um pouco mais de tempo do que a maioria da turma,
tendo sido mesmo o Ultimo a terminar. Isto poderd estar relacionado com a forma como
organizou os resultados ja que recorreu a uma tabela, tendo sido o Unico a usar esta estratégia.
Esta escolha relacionou-se apenas com uma opc¢do de organizacdo dos dados referentes aos
diferentes padrdées visualizados em cada cartao.

Investigadora: Porque usaste a tabela?
André: Como dividi os grupos para depois contar e para meter aqui em baixo os resultados
(apontando para a ultima linha da tabela).

O André utilizou subitizing conceptual para determinar o numero de estrelas,
reconhecendo padrdes em cada cartdo decompondo o todo em partes (figura 65).

Tarefa: Qual tem mais estrelas?

B

; 3 . ; ) A

Consegues descobrir rapidamente qual o cartdo que tem mais estrelas?
%

Como pensaste? Explica o modo como procedeste para efetuar a Y @2 @

contagem. (Para explicares o teu raciocinio podes usar esquemas, * %

palavras, tabelas, célculos, desenhos...) Le,

Figura 65. Resolugdo da tarefa “Qual tem mais estrelas” apresentada pelo André.

O aluno optou por identificar as diferentes partes com nimeros que nao correspondem ao
numero de elementos de cada parte, apenas serviram para indicar a linha correspondente na

tabela construida.
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Pode-se considerar que o André recorreu a estratégias de natureza visual ja que as imagens
foram fundamentais para encontrar a solugdo, tendo formado agrupamentos com base na
disposicao das estrelas nos cartdes. Formou conjuntos que, segundo ele, via sem ter a
necessidade de contar o numero de elementos desses grupos:

Investigadora: Por que agrupaste as estrelas desta forma?

André: Tentei ver o maior nimero em que conseguia agrupar.

Investigadora: E por que agrupaste no cartdo A em 5, em 2 e em 4? (siléncio 10 segundos) Por que
ndo fizeste outros grupos, por exemplo, de 3, de 2... por que agrupaste assim (apontando para o
cartdo A)?

André: A olhar assim como se isto nao tivesse nada vi logo que tinha um grupo de 2, de 5 e de 4.
Investigadora: Entdo nem precisaste de as contar, viste logo estes grupos.

André: Sim.

O André referiu que o cartdo em que demorou mais tempo a efetuar a contagem foi o D
porque era aquele em que existiam mais estrelas, enquanto que o cartdo em que efetuou a
contagem mais rapidamente foi o C porque tinha menos estrelas, sublinhando que ndo sentiu
dificuldades na resolucdo da tarefa. Apesar do aluno reconhecer padrées nos diferentes cartes

nao os associou a padrdes tradicionais como os usados nos dados e no domind.

Tarefa 2: Dados

Na resolucdo desta tarefa, o André voltou a utilizar uma estratégia que mais nenhum aluno
na turma o fez. Organizou os dados verticalmente e formou novos agrupamentos obtendo trés
colunas com trés dados em cada uma (figura 66). Nesta fase o aluno recorreu ao subitizing
conceptual obtendo o terceiro dado de cada novo conjunto (o todo) através da composicdo de
outros dois (as partes). Posteriormente recorreu ao subitizing percetual ao reconhecer

automaticamente o nimero de pintas cada dado.
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Figura 66. Resolugdo da tarefa “Dados” apresentada pelo André.

Tal como na tarefa anterior (Qual tem mais estrelas? — Anexo 4), o André utilizou

estratégias de contagem visuais ja que formou agrupamentos com base nas imagens observadas,
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que foram fundamentais para a resolucdo desta tarefa. Agrupou os dados na tentativa de obter o

mesmo valor de pintas e o mesmo numero de linhas e colunas.

Investigadora: Tinhas conjuntos de quatro dados na vertical e depois organizaste em conjuntos de
trés dados na vertical. Por que fizeste isso?

André: Eu fiz assim, como tinha estes dois de seis (apontando para os dois dados com seis pintas que
estavam na primeira coluna), fiz mais este que era de seis (apontando para os dois dados com trés
pintas na primeira coluna) e organizei assim, seis, seis, seis.

Investigadora: Querias ficar com conjuntos iguais?

André: Sim.

Investigadora: E na segunda coluna?

André: Fiz seis, seis (apontando para os dois dados com seis pintas na segunda coluna) e fiz um de
dois (apontando para os dois dados com uma pinta na segunda coluna).

Investigadora: E aqui? (apontando para a terceira coluna)

André: Tinha estes dois de trés (apontando para os dois dados com trés pintas cada da na terceira
coluna) e depois agrupei estes (apontando para os dois dados com uma pinta cada da na terceira
coluna)

Investigadora: Nos dados da primeira coluna, quando apareceu trés e trés no teu esquema colocaste
como sendo seis. Por que é que ndo fizeste 0 mesmo nos dados que estavam na terceira coluna e
tinham os mesmos valores?

André: Era para manter o numero de dados.
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Figura 67. Esquema dos agrupamentos formados pelo André.

O aluno também recorreu aos dobros mas apenas em alguns dados. Através da expressao
numérica apresentada, 18 4+ 14 + 8, verifica-se que o aluno visualizou a figura segundo uma
disposicao vertical, adicionando as pintas por colunas.

Quando questionado sobre a possibilidade de encontrar outras formas de resolugdo,
apresentou uma solugcdo em que visualizou a figura numa disposicdo horizontal.

Investigadora: Quando estavas a fazer s viste esta forma de agrupar ou encontraste outras?
André: Encontrava, fazendo de 4 filas. Aqui assim, assim... (apontando com o dedo para as linhas e

fazendo-o deslocar pelas 4 linhas).
Investigadora: Fazias6 +1+3+6+ 1+ 3 ...
André: Sim.

Para descobrir o numero total de pintas, nos dois raciocinios apresentados, o André utiliza
subitizing conceptual pois reconhece o padrdao como a composi¢do das partes.
Verifica-se, que ao contrario da maioria da turma, o André ndo recorreu aos dobros em

nenhuma das situacdes apresentadas. O aluno referiu que nao teve dificuldades na resolucao da

tarefa.
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Tarefa 3: Os graos de café

O André realizou o trabalho de forma auténoma, mostrando-se motivado e empenhado na
resolucdo da tarefa. Para determinar o nimero de graos de café, utilizou subitizing conceptual,
reconhecendo padrdes que permitiram decompor o todo em partes (figura 68). Recorreu assim a
estratégias de contagem visuais pois a distribuicdo dos graos de café influenciaram a visualizacdo,

sendo determinante na formulacdo das expressdes numéricas.
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1. Quantos grdos de café vés na figura? Escreve a respetiva expressio numeérica e

explica como contaste.
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Figura 68. Resolugdo da questdo 1 da tarefa “Os grios de café” apresentada pelo André.
Na resolucdo da primeira questdo apresentou uma imagem bastante confusa. Deste modo,

aquando da entrevista, foi pedido ao aluno que clarificasse os esquemas realizados na figura,

usando as mesmas cores. O André apresentou o seguinte esquema (figura 69):
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Figura 69. Esquema apresentado pelo André na entrevista (questdo 1 da tarefa “Os grdos de café”).

Verifica-se que nesta abordagem inicial, ao contrdrio da maioria dos alunos, o Daniel ndo
visualizou a figura numa disposicao linear mas por grupos, na vertical, mantendo a coluna central
e formando conjuntos com os restantes elementos. Esta distribuicdo nao foi vista de forma
aleatdria, a esta forma de ver a figura estd subjacente a ideia de simetria.

Na questdo 2 o André apresentou duas formas diferentes de ver a figura (figura 70).

Figura 70. Resolugdo da questdo 2 da tarefa “Os grdos de café” apresentada pelo André.
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Na questdo 2, tal como a maioria dos alunos, visualizou a figura numa disposicao linear na
horizontal e na diagonal (figura 71). Na entrevista, foi-lhe pedido novamente que clarificasse o

esquema elaborado, usando as mesmas cores (figura 71).

Figura 71. Esquema da disposi¢do linear na horizontal e na diagonal, respetivamente, apresentado pelo
André na entrevista.

O aluno enganou-se ao fazer a correspondéncia entre a expressdao numérica e a respetiva
cor na imagem (figura 70 e 71). Parece que o proprio André se confundiu com os esquemas que
apresentou na questdo 2. Ndo estamos perante um erro de interpretagdo ou de desfasamento
entre o contexto numérico e visual. Trata-se apenas de uma distracdo por parte do aluno.

Na terceira questdo o aluno concluiu que “as duas ddo o mesmo resultado”. Verifica-se que
o André apenas referiu que as expressdes numéricas representavam o numero 25, sem
estabelecer uma relagcdo com a contagem e com as diferentes formas de ver a mesma figura.

Tal como a maioria da turma, o aluno referiu que nao teve dificuldades na resolucdo desta
tarefa. Considerou que a primeira expressdo numérica permitiu descobrir mais rapidamente o
numero total de graos de café, sendo também aquela em que se revelou mais facil efetuar a
contagem. Verifica-se que esta expressao numeérica corresponde a uma visualizagdo por grupos na
vertical, em que esta subjacente a ideia de simetria (figuras 68 e 69):

Investigadora: Na questdo 1, esta foi a primeira forma que tu viste a figura ou foi a que optaste por
fazer em primeiro lugar?

André: Foi a que vi.

Investigadora: Foi a que viste em primeiro lugar.

André: Sim.

Investigadora: Qual das formas é mais facil de observar, a que viste em primeiro lugar ou as outras?
André: A que vi em primeiro lugar.

Salienta-se a continuidade no pensamento do Daniel, ja que a expressdao que considerou
mais rapida para calcular o numero total de graos de café correspondeu a forma que considerou
como mais facil de contar e a visualizagdo da figura, que refere como sendo a primeira que

observou e a mais facil de ver.
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Tarefa 4: Os berlindes do Carlos

O André, tal como nas tarefas anteriores, mostrou-se motivado e empenhado, tendo
realizado o trabalho de forma auténoma sem colocar duvidas. O aluno utilizou o subitizing
conceptual para encontrar o numero de berlindes, reconhecendo padrdes que permitiram

decompor o todo em partes (figura 72).
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Figura 72. Resolugdo da questdo 1 da tarefa “Os berlindes do Carlos” apresentada pelo André.

Apesar de na figura o André ter destacado trés retangulos, a interpretacdo que faz da
mesma relaciona-se com a disposicdo linear dos berlindes na vertical em quatro filas de 4
elementos e duas filas de 6 elementos.

Pela primeira vez, o aluno apresentou uma expressao numérica que nao se adequa ao
contexto exposto. Identificou dois conjuntos com igual nimero de elementos em cada
agrupamento formado mas, ao traduzir essa ideia através da expressao numérica, representou 4
conjuntos de 2 e seis conjuntos de 2 evidenciando que nao estabeleceu um paralelismo entre a
componente visual e a componente numérica. Esta situa¢do poderd dever-se ao facto de o aluno
estar habituado a trabalhar em contexto numérico em que, segundo a propriedade comutativa, a
ordem dos fatores ndo altera o valor do produto, revelando estar habituado a manipular os
numeros de forma descontextualizada, o que é o caso nesta situagao.

Na questdo 2 o André apresentou trés formas diferentes de ver o conjunto de berlindes
(figura 73 e 74), formando grupos com o mesmo numero de elementos: (1) Disposicdo retangular
formando sete grupos de 4 elementos, ou seja, quadrados com dimensdes 2x2 (representado a
lapis); (2) Dois grupos de 14 elementos (representado a preto); (3) Catorze grupos de 2 elementos

(representado a verde).
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Figura 73. Resolugdo da questdo 2 da tarefa “Os berlindes do Carlos” apresentada pelo André.
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Na entrevista, foi-lhe pedido que clarificasse o esquema elaborado, usando as mesmas

cores do seu registo (figura 74).

Figura 74. Esquema da questdo 2 da tarefa “Os berlindes do Carlos” apresentada pelo André na
entrevista.

Analisando as expressdes numéricas, verifica-se que 14 X 2 ndo corresponde ao contexto
figurativo apresentado pelo aluno (esquema representado a preto na figura 3), ou seja, dois
conjuntos com 14 berlindes. O aluno representou, através da expressao, catorze grupos de 2
elementos e visualmente identificou dois grupos de 14 elementos. Nesta segunda abordagem, o
André voltou a apresentar uma expressao numérica que ndo traduz o contexto figurativo, tal
como sucedera na questdo 1, situacdo também evidenciada por varios alunos da turma.

Na terceira questao o aluno concluiu, tal como na tarefa anterior, que “todas as expressdes
numéricas ddo o mesmo resultado”.

André considerou que, quando formou dois grupos de 14 elementos, descobriu mais
rapidamente o nuimero total de berlindes considerando também esta a forma mais facil de
efetuar a contagem.

Na entrevista, devido a ndo correspondéncia entre o contexto numérico e o contexto
figurativo demonstrada na questdo 2 (figura 73 e 74), foi pedido ao aluno que esclarecesse o que
significava para ele dividir “em duas partes”, que mencionou no questiondrio, tendo sido
confirmado que eram dois grupos de 14 elementos:

Investigadora: Na resposta a questdo no verso da folha disseste que achaste mais facil quando
dividiste em duas partes porque vias logo o resultado. O que significa dividir em duas partes?

André: ... E fazer assim... (apontando para a figura) Este e este...

Investigadora: Entdo faz na figura o que é dividir em duas partes. Mostra-me.

André: Assim mais estes. (O aluno aponta para a figura onde representou dois grupos de 14
elementos mas numa disposicdo vertical — figura 5).

Investigadora: Esta forma estd aqui representada? (apontando para as representagdes da questdo
2).

André: Esta de uma forma diferente.

Investigadora: Mas diz-me qual é.

André: A preto.

Verifica-se que o aluno conseguiu concluir que as representacdes (figura 75) correspondem

a mesma visualizacdo, apenas com orientacdes diferentes, uma na vertical e a outra na horizontal.
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Figura 75. Esquema apresentado pelo André na entrevista para resposta a questdo 2

Ao contrario da maioria dos alunos, o André referiu que teve algumas dificuldades na
resolucdo desta tarefa, nomeadamente na visualizacdo de outras formas de contagem.

Investigadora: Na tua resposta disseste que tiveste dificuldades em ver para fazer as expressdes.
Tiveste dificuldades onde? Em olhar para a figura e perceber na figura?

André: Tive... tentar fazer grupos de... outros nimeros sem serem estes que estao aqui.
Investigadora: Tiveste dificuldades em descobrir outras formas?

André: Sim.

Apesar de recorrer a estratégias de contagem visuais, o André mostrou tendéncia para

recorrer ao contexto numérico descontextualizado da representagao figurativa.

Tarefa 5: A cole¢ao de moedas

O André voltou a mostrar-se motivado e empenhado, realizando o seu trabalho de forma
auténoma. Para resolver a tarefa, tal como os restantes alunos da turma, optou por escrever uma
expressao numérica que traduzisse a contagem efetuada, apesar de no enunciado do problema
nao ser pedido. O aluno poderd ter sido influenciado pela resolucdo das tarefas anteriores, nas
quais era solicitada a apresentacdo de uma expressdo numérica. Na resolucdo das questées 1 e 2
utilizou o subitizing conceptual.

Na questdo 1 o aluno recorreu a uma estratégia baseada na ideia de desconstru¢do da
figura ja que a visualizou como sendo constituida por trés “folhas” completas, as quais retirou os

espagos sem moedas (figura 76).
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Flgura 76. Resolugdo da questdo 1 da tarefa “A colecdo de moedas” apresentada pelo André.
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Segundo o registo apresentado, por exemplo na 1.2 folha, o aluno representou cinco grupos
de 8 moedas, o que corresponde a uma visualizacdo numa disposicdo linear vertical, retirando os
3 espacos vazios. Como na figura ndo estd explicita a forma como visualizou, e para clarificar esta
interpretacao, o aluno foi questionado aquando da entrevista sobre a forma como viu a figura:

Investigadora: Na questdo 1 escreveste 5 X 8 — 3. Podes explicar o que representa 5 X 8?
André: E cinco vezes o oito (apontando para a folha inteira).

Investigadora: Entdo representa uma folha inteira?

André: Sim. Eu fiz a area da folha inteira e tirei os trés.

Investigadora: Quando fizeste 5x8 estavas a ver a figura na vertical ou na horizontal?

André: 5 X 8? Estava a ver...

Investigadora: Na vertical (demonstrando na folha) ou na horizontal (demonstrando na folha)?
André: Assim (mostrando linhas horizontais)

Investigadora: Entdo estavas a ver na horizontal.

André: Sim.

Apds a entrevista, verifica-se que o aluno nado visualizou a figura verticalmente, como a
expressao numérica demonstra, mas viu as moedas dispostas horizontalmente. Assim, tal como
na tarefa anterior, o André apresentou uma expressdao numérica que ndo traduz o contexto
figurativo. A visualizacdo das moedas na horizontal corresponderia a expressdo numérica 8 X 5,
representando oito grupos de 5 moedas e ndo 5 X 8 como o aluno apresentou na sua resolucao.

Na questdo 2 o André apresentou uma resolugcdo muito semelhante a da questdo 1, mas
em vez de visualizar a figura composta por trés folhas, identificou seis partes, tendo dividido cada
uma em duas partes. Manteve a estratégia de desconstrucao da figura, retirando os espagos

vazios (figura 77).
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Figura 77. Resolugdo da questdo 2 da tarefa “A cole¢do de moedas” apresentada pelo André.

Na entrevista, foi novamente questionado acerca da forma como visualizou a figura mas
agora na questao 2:

Investigadora: Na questdo 2 escreveste 4 X 5 X 2. O que representa 4 X 5 X 2?

André: Estes quatro (deslocando o dedo na vertical) vezes estes (apontando para o retangulo
formado na parte superior da 1.2 folha).

Investigadora: Isso é 4 X 5. E escreveste X 2 porqué?

André: Porque é meia folha.

Segundo o registo correspondente a 1.2 folha, o aluno representou quatro grupos de 5
moedas, o que corresponde a visualizacdo das moedas numa disposicao linear horizontal. Apesar
disso, pela entrevista verifica-se que ele observou a figura numa disposi¢do linear na vertical. Tal
como na questdo anterior, o André apresentou uma expressdo numérica que ndo traduz o

contexto figurativo tal como o interpretou. Contudo, apesar da expressdo numérica formulada
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para a 1.2 folha corresponder a uma visualizacdo na horizontal, na expressdo numérica
apresentada para a segunda folha o aluno representa uma visualizacdo da figura na vertical.
Verifica-se assim que ndo revela uma continuidade na linha de pensamento, dando a entender
dificuldades no trabalho em contexto figurativo.

Tal como grande parte dos alunos da turma, o André teve dificuldades em resolver a
qguestdo 3. Reconheceu que 12 X 5 representava uma folha e meia completas. No entanto, ndo
foi capaz de estabelecer uma associacdo direta entre a expressdao numérica e a distribuicdo das

moedas apresentadas na figura (figura 78).
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3. Oprimo do Rlcardo contou as moedas do seguinte modo: 12x5+2+2+3. Como teréd pensado o primo do
Ricardo para contar as moedas?
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Figura 78. Resolugdo da questdo 3 da tarefa “A colecdo de moedas” apresentada pelo André.

Investigadora: Respondeste que ele viu folha e meia?

André: Estava a ver esta forma de ele fazer (apontando para a parte a lapis da figura — figura 3).
Investigadora: Mas isto corresponde a toda a expressdo ou so a parte dela?

André: Para mim correspondia a toda.

Investigadora: Porque associaste a expressao a uma folha e meia?

André: Porque eu estava a ver... Na horizontal... 12 X 5.

Investigadora: E onde estdo os restantes?

André: Eu fazia 12 X 5 que dava o total destas folhas (apontando para a folha e meia).
Investigadora: Entdo o 12 X 5 é isso?

André: Sim.

Investigadora: E 0 que é 0 2+2+3? N3o fizeste pois ndo?

André: Ndo.

Mais uma vez se verifica que o aluno teve dificuldades em trabalhar em contexto figurativo.
Percebeu o que representaria na figura 12x5, mas partiu da expressdo para a figura sem refletir
sobre a disposi¢ao das moedas.

O aluno considerou a resolugdo apresentada na questdo 1 como sendo a mais facil de
efetuar a contagem. Verifica-se que esta resolucdo corresponde a visualiza¢do da figura numa
disposicdo linear na horizontal e composta por trés folhas. O André reconheceu ter sentido

dificuldades na questdo 3, o que se pdde verificar pela sua resolucdo, nao tendo sentido mais
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dificuldades para além desta. Continua a constatar-se que, apesar de recorrer a estratégias de
contagem visuais, o André mostrou tendéncia para recorrer ao contexto numeérico

descontextualizado da representagdo figurativa.

Tarefa 6: Nenufares e ras

O André voltou a mostrar-se motivado e empenhado, realizando o seu trabalho de forma
autéonoma. O aluno ndo pediu qualquer esclarecimento ao longo da resolucdo da tarefa.
Demonstrou-se muito atento aquando da clarificacdo das questdes na leitura inicial e sé resolveu
a questdo 9 apods a explicacdo dada a turma.

O aluno identificou o motivo de repeticdo da sequéncia, tendo-o rodeado sempre que
estava representado, e descrito como sendo constituido por dois nenufares e uma ra (figura 79).
Tal como a maioria dos alunos da turma, para descobrir o 132 elemento da sequéncia (questdo 1)
e para responder a questdo 3, o André recorreu a estratégia recursiva, tendo continuado a

sequéncia até encontrar o termo pretendido (figura 79).

o . \
1. Qual é 0 13.2 elemento da sequéncia? Como pensaste?

2. Qual é o grupo que se repete ao longo da sequéncia?

24P 7

3. Se se construir uma sequéncia de grupos repetidos com 14 nenuifares, quantas rds existem? E quantos

grupos repetidos? Como pensaste?

Figura 79. Resolugdo das questdes 1, 2 e 3 da tarefa “Nenufares e rads” apresentada pelo André.

Investigadora: Na questdo 1 disseste que era um nenufar. Como sabes que era um nenufar o 132? O
que fizeste para saber?

André: Desenhei até ao 132. (A investigadora comegou a contar os elementos desenhados na
sequéncia parando no 139, existiam mais elementos desenhados).

André: Mas é que eu desenhei mais...

Investigadora: Na 3.2 questdo disseste que existem 6 rds e 7 grupos. Como chegaste a estes valores...
6 ras e sete grupos?

André: 6 ras porque ha uma ra por grupo...

Investigadora: Mas o que fizeste para descobrir?

André: A ordem que era 2 nenufares em cada grupo e 1 ra em cada grupo.
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Investigadora: Mas este esquema (apontando para a continuagdo da sequéncia efetuada pelo aluno)
tu fizeste por causa dos catorze nenufares? Desenhaste para descobrir esta resposta ou sé pensaste
no cdlculo?

André: Desenhei mais por causa dos 14 nenufares.

Investigadora: Entdo para descobrir esta resposta fizeste aqui o desenho...

André: Sim.

Investigadora: Com 14 nenufares quantas ras existem? Disseste 6 ras. Por que disseste 67

André: No... (siléncio)

Investigadora: Tu aqui (apontando para a sequéncia) quantas ras desenhaste?

André: 7.

Investigadora: E por que disseste 6?

André: Porque estava a pensar que este grupo (apontando para o 62 grupo de repeti¢cdo) também
fazia parte.

Investigadora: Entdo tu achaste que se era 14 nenufares tinha que terminar na ra anterior e ndo
completar o grupo?

André: Sim.

Na questdo 3, apesar de ter desenhado o grupo de repeticdo completo (figura 79), concluiu

gue existiam apenas 6 ras, o que significa que ndo completou a unidade de repeticao.

N

Na questdo 4, o aluno recorreu a estratégia explicita, facto confirmado através da
entrevista, ja que na resolucdo o aluno respondeu sem apresentar qualquer explicacao.

Investigadora: Na trigésima posicdo encontra-se uma ra. Como é que tu sabes?

André: Porque é um multiplo de trés e como havia uma s6 ra em cada grupo... Uhm...

Investigadora: Mas aqui pergunta, “na trigésima posi¢éo encontra-se um nendufar ou uma rG?”. Por
que é que tu sabias que na trigésima posi¢cdo, sem desenhar ou fazer calculos, tinha uma ra?

André: Porque tinha encontrado uma...uma lei.

Investigadora: Uma lei...E as ras estavam sempre onde?

André: Na terceira posicdo.

Investigadora: Na terceira posi¢cdo de cada grupo?

André: Sim.

Investigadora: Mas ao fim de varios grupos como é que tu saberias que seria uma ra? A terceira
posigdo significa o qué?

André: Que é um multiplo de 3.

Investigadora: Foi assim que tu descobriste a resposta a esta questao?

André: Sim.

Ao analisar a estrutura do padrdo, o André concluiu que a posicdo ocupada pelas ras
correspondia a um multiplo de trés, encontrando assim uma regra associada a formacao da
sequéncia, o que lhe permitiu concluir que na 302 posi¢ao se encontrava uma ra porque 30 é um
multiplo de trés.

Na questdes 5 e 6, nas quais se pretendia trabalhar a generalizacdo distante, o André
recorreu a estratégia explicita. Apesar de na resolugdo o aluno ndo apresentar uma justificacdo,
foi possivel compreender aquando da entrevista que identificou a estrutura do padrdo,
descobrindo relacGes entre os vérios termos e a ordem que ocupavam ha sequéncia,
possibilitando-lhe aplicar uma regra para descobrir diversos elementos da mesma.

Investigadora: Na questdo 5 fazes 17 X 2 = 34. 34 representa o qué?
André: O numero de nenufares.
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Investigadora: E por que multiplicaste por 2?

André: Porque num grupo soé existe uma ra e nenufares existem dois. Fiz o nimero de rds vezes dois
porque havia dois nenufares.

Investigadora: Em cada grupo.

André: Sim.

Investigadora: Mas ndo fizeste o numero de grupos repetidos. Esqueceste-te ou nao sabias?
André: Esqueci-me.

Investigadora: Entdo, se ha 17 ras quantos grupos repetidos existem?

André: 17.

Investigadora: Porqué?

André: Porque em cada grupo ha uma ra.

O aluno reconheceu que o numero de nenufares é o dobro do numero de ras, 34, e que o
numero de grupos repetidos é igual ao nimero de ras, 17.

Investigadora: Na questdo 6, dividiste os 71 nenufares por 2. Porqué?

André: Porque, como havia dois nenufares em cada grupo, eu dividi que era para...obter o nimero
de ras, que é metade.

Investigadora: Metade do nimero de?

André: Nenufares.

Investigadora: Mas depois ndo das resposta! Afinal quantas ras existem?

André: 35.

Investigadora: 35...E esta divisdo esta completa?

André: N3o.

Investigadora: Poderias continuar... Por que é que tu dizes que ha 35 ras?

André: Porque isto dava....35...e meio.

Investigadora: Sim. E por que sao 35 ras?

André: Porque ndo ha 35 rds e meia.

Investigadora: Entdo ficarias no grupo anterior?

André: Sim.

Investigadora: E grupos repetidos quantos existem?

André: Uhm....35.

Investigadora: Mas aqui na questdo 3, disseste que as ras eram 6, ficaste no grupo anterior mas
disseste que grupos repetidos eram 7. Disseste mais um. Ndo estds com o mesmo raciocinio nesta
questao.

(siléncio)

Investigadora: Por que é que aqui achas que sé seriam 35 grupos repetidos?

André: Porque é o mesmo numero de ras.

O André aplicou a relagdo descoberta, sabendo que o nimero de nenufares é o dobro do
numero de rds, e por isso dividiu 71 por 2. Como ndo podem existir meias rads, considerou 35,
deixando assim por completar o grupo de repeticdo. Da mesma forma, também considerou que o
numero de grupos repetidos era 35, porque era igual ao niumero de ras. Este raciocinio diferiu do
apresentado na questdo 3 em que, apesar de também ndo completar o grupo repetido,
considerou existirem 6 ras, mas 7 grupos repetidos. Verifica-se que o aluno revelou dificuldades
na transicao entre a identificacdo de valores proximos e de valores mais distantes ja que, quando
explorou termos com uma ordem préxima e de facil representacgdo, considerou a existéncia do

grupo de repeticdo incompleto (questdo 3). Quando os elementos da sequéncia sdo de uma
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ordem de grandeza mais elevada, em que o aluno ndo recorre a representac¢do, ndao considera a
existéncia do grupo de repeticdo incompleto (questdo 6).

Na questdao 7, em que também se pretendia evidenciar a generalizacdo distante, o aluno
apresentou uma resolugao incorreta, pois considerou que existiam 30 elementos ao todo e nao
30 grupos repetidos. Apesar de existir um erro de compreensao, o aluno utilizou uma estratégia

explicita que seria adequada.
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Figura 80. Resolugdo da questdo 7 da tarefa “Nenufares e rds” apresentada pelo André.

Investigadora: Na questdo 7..Em 30 grupos repetidos, quantos elementos havia ao todo? E
nenufares? E rds?...Tu foste ao 30 e dividiste por 3. Para encontrar o qué?
André: Uhm...Eu dividi por trés porque era o nimero de elementos que havia no grupo.

O aluno interpretou a questao de forma errada, entendo existirem 30 termos no total e,
por isso, tentou descobrir o numero de grupos repetidos, dividindo por 3, para poder saber
posteriormente o numero de ras e de nenufares.

O raciocinio que o aluno utilizou na questdo 7 aplicou-o também na resolugao da questdo 8
(figura 81), mas desta vez de forma apropriada, ja que era dado o nimero total de elementos e se

pedia o nimero de ras e nenufares, revelando reversibilidade do pensamento.
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Figura 81. Resolugdo da questdo 8 da tarefa “Nenufares e rads” apresentada pelo André.

Investigadora: Na questdo 8 ndo respondeste. Fizeste os calculos mas ndo disseste quantos eram os
nenufares e as ras.

André: E o nimero de grupos.

Investigadora: Por que é o niumero de grupos? Aqui ndo pede o nimero de grupos...

André: Para saber quantas ras havia.

Investigadora: Porqué?

André: Porque o niumero de grupos é igual ao nimero de ras.

Investigadora: Entdo 780 — 260 = 520. O que representa o 520?

André: O nimero de nenufares.

Apesar de no registo nao ter identificado o nimero de nenufares e ras (figura 81), através
da entrevista verifica-se que o André identificou corretamente o nimero destes elementos, tendo

aplicado as regras previamente descobertas.
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Na questdo 9, o aluno conseguiu, em parte, generalizar o nimero de grupos repetidos, de
ras e de nenufares Contudo, revelou dificuldades na manipulagdo da variavel ja que os nenufares,
por exemplo, deveriam ser representados por 2n. Na resolucdo, o aluno ndo apresenta uma

generalizagdo para o nimero total de elementos (figura 82).
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Figura 82. Resolugdo da questdo 9 da tarefa “Nenufares e rds” apresentada pelo André.

Investigadora: Fizeste para as rds, para os nenufares, para os grupos...e o numero de elementos ao
todo? Nao fizeste. Esqueceste-te?

André: Sim.

Investigadora: E como é que seria?

André: Como fiz aqui?

Investigadora: Sim.

André: N: nenufares mais ras.

Pela entrevista, verifica-se que o aluno ndo tinha apresentado a generalizacdo para o
numero total de elementos por esquecimento. Contudo, a regra que expressou na entrevista ndo
serd uma correta generalizacdo pois deveria ter substituido os nenufares e rds por 2n e n
respetivamente.

Analisando as resolucGes do aluno referentes as questbes 5, 7 e 9, verifica-se que
apresentou, novamente, expressdes numéricas que ndo se adequam ao contexto explorado,
demonstrando nao ter estabelecido um paralelismo entre a componente numérica e a
componente visual. Recorreu quer a estratégia recursiva quer a estratégia explicita para resolver
as questdes de generalizagdo préxima, enquanto que nas questdes de generalizagao distante usou
apenas a estratégia explicita. A questdo 9 foi aquela em que o aluno considerou ter sentido
dificuldades pois ndo estava a conseguir resolvé-la, facto que se podera relacionar com a falta de
experiéncias prévias neste contexto. O André considerou que, com esta tarefa, aprendeu que

podia representar um nimero qualquer por uma letra.

Tarefa 7: Os smiles

O André, tal como nas tarefas anteriores, mostrou-se motivado e empenhado. Manteve-se
bastante atento aquando da clarificacdo das questdes na leitura inicial da tarefa, tendo realizado
o trabalho de forma autéonoma e sem colocar duvidas. Ao longo da tarefa, baseou o seu raciocinio

no contexto figurativo.
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O André utilizou sempre a mesma estratégia, a explicita, quer na questdo de generalizacado
proxima, questdo 1, quer nas questées de generalizagdo distante. O aluno aplicou uma regra
representativa da relacdo entre as varidveis dependente e independente. Baseando-se na forma
como visualizou as figuras. Descobriu uma expressdao numérica que lhe permitiria calcular o
numero de smiles para um termo de qualquer ordem. O aluno identificou um smile no centro e
trés grupos com o mesmo numero de smiles a volta, o que corresponde a uma generalizacdo
construtiva, resultante da decomposicdo da estrutura do padrao em partes disjuntas.

Na questdo 1, apresentou a expressao numérica que lhe permitiu calcular o niumero de
smiles da 4.2 figura (figura 83).

Considera a sequéncia de smiles em T. i

TR, DOV DY VDY VOYE
Figura 1 Figura 2 Figuta 3

1. Quantos smiles terd o 42 T? Como o podes descrever?

’

A

Figura 83. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 1 da tarefa “Smiles”

O aluno elaborou um esquema correspondente ao termo de ordem 4 (figura 83) para
clarificar o seu raciocinio e descrever a forma como viu a figura, ndo tendo realizado a contagem
dos seus elementos.

Na questdo 2, o André reconheceu que a 100.2 figura seria composta por trés grupos de
100 smiles mais o smile central, baseando o seu raciocinio na regularidade encontrada nas figuras
1, 2 e 3. Apesar de ndo ter desenhado os 100 smiles de cada grupo, apresentou um esquema em

que evidenciou isso (figura 84).
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Figura 84. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 2 da tarefa “Smiles”

Pela entrevista, verifica-se que, nesta questdo, o aluno elabora primeiramente o esquema
da 100.2 figura baseando-se nas figuras 1, 2 e 3 e posteriormente apresentou as expressoes

numeéricas que lhe permitiram calcular o nimero de smiles:
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Investigadora: O que querias dizer com isto? (apontando para o texto da resolugdo)
André: Queria dizer que tirava este do meio...
Investigadora: Tiravas o central...

André: E depois multiplicava estes, esta fila (apontando para um dos “bragos do T”) por 3. Depois

aumentava este (apontando para o smile central).
Investigadora: E tu fizeste este cdlculo 100 x 3...
André: Primeiro fiz isto... (apontando para o esquema)
Investigadora: Primeiro fizeste o esquema.

André: Sim. E depois é que expliquei por calculo.
Investigadora: Entdo foi ao contrario da primeira.
André: Sim.

Na questdo 3, o aluno foi capaz de aplicar a regra descoberta, usando o raciocinio inverso.

Retirou o smile central e dividiu os 120 smiles restantes por 3. Descobriu o numero de smiles de

cada “braco” do T, concluindo que seria possivel construir uma figura com 121 smiles (figura 85).
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Figura 85. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 3 da tarefa “Smiles”

O aluno reconheceu a necessidade de retirar o smile central porque ndo se repetia,

dividindo os restantes smiles por trés porque cada “braco do T” se repetia trés vezes. Assim,

verificou que cada “brago” é composto por 40 smiles, obtendo 80 smiles na horizontal e 40 na

vertical.

Investigadora: Na questdo 3, porque subtraiste um?

André: Porque era este do meio.

Investigadora: Era o central. E ele ndo se repetia, era?

André: Sim.

Investigadora: Este 80 a que corresponde? O que querias dizer?

André: Queria dizer que aqui ao todo tinha 80 (deslocando o dedo na horizontal).
Investigadora: E este sentido que estas a fazer qual é?

André: Na horizontal... tinha 80, e na vertical tinha 40.

Investigadora: E o 80 resulta de qué?

André: De 40 mais 40.

Na resolucdo da questdo 4, tal como nas questdes anteriores, o André voltou a basear o seu

raciocinio na visualiza¢do, tendo elaborado um esquema da forma como via a figura de ordem n

mas também apresentou uma expressao algébrica que traduzia a generalizagdo algébrica. O aluno

relacionou o nimero de smiles com a ordem da figura. A figura de ordem n fez corresponder n,

smiles em cada braco, que multiplicou por trés adicionando posteriormente o smile central (figura

86).
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Figura 86. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 4 da tarefa “Smiles”

Apesar de na tarefa anterior o aluno ter apresentado dificuldades na manipulacao
simbdlica, nesta conseguiu elaborar uma expressao algébrica que traduzia a generalizacao.
Contudo, nas respostas finais afirmou ter sentido dificuldades nesta questdo, referindo que
inicialmente ndo estava a conseguir resolvé-la:

Investigadora: Na questdo 4 quais eram as tuas dificuldades?

André: Ndo estava a perceber muito bem o que era o n.

Investigadora: Entdo so fizeste esta questao depois de ter explicado a turma o que era o n?
André: Sim.

Na questdo 5, o André conseguiu dar significado as expressdes numéricas apresentadas,
fundamentando o seu raciocinio através de esquemas, quer na que representava a generalizacdo
construtiva (1 + 3 X 250), quer na representava a generalizagdo desconstrutiva ((250 + 1) X 3 —

2) (figura 87).

Figura 87. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 5 da tarefa “Smiles”

Para explicar a expressao numérica do Jodo, o aluno apresentou um esquema semelhante
aos que efetuou nas outras questdes, pois esta forma de ver correspondia ao modo como o André
visualizou a figura. Apesar de no esquema apresentado para explicar a expressdo apresentada
pela Inés ndo ser percetivel, através da entrevista verifica-se que o aluno compreendeu que havia
repeticdo do smile central e por isso se subtraiam 2 smiles:

Investigadora: O esquema do Jodo eu entendo. Agora, no esquema da Inés o que é este +?

André: E o smile.

Investigadora: Este mais é um smile?

André: Sim.

Investigadora: Entdo 250 + 1, este +1 seria o + da figura?

André: Sim.

Investigadora: E o representao 3 — 2?

André: Eu fiz este conjunto (apontando para um dos “bragos do T”) vezes 3 menos estes dois
(apontando para 2 sinais + da figura).

Analisando as resolugGes do aluno referentes as questdes 2 e 4, verifica-se que apresentou,
novamente, uma expressao numérica que ndo se adequa ao contexto explorado, demonstrando

que, apesar de basear o seu raciocinio no contexto figurativo, ndo estabeleceu um paralelismo
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entre a componente numérica e a componente visual. Ao longo de toda a tarefa recorreu a
estratégia explicita, usando uma estratégia de natureza visual, tendo baseado o seu raciocinio na
visualizagao e no contexto figurativo, o que se verificou ter sido favoravel na correta resolugao da
mesma. Verifica-se que, neste caso, a visualizacdo apresentou-se como meio facilitador da
resolucdo da tarefa e do desenvolvimento do pensamento algébrico. Para além das dificuldades
na questao 4, o aluno afirmou ndo ter sentido mais dificuldades na resolucdo da tarefa.
Considerou que, com esta tarefa, aprendeu a “olhar para a figura e imaginar smiles a entrarem na
figura”, o que revela que a visualizacdo e o contexto figurativo foram decisivos para o seu sucesso

nesta tarefa.

Tarefa 8: Os Z’s

O André, tal como nas tarefas anteriores, mostrou-se motivado e empenhado. Ao longo da
tarefa, o aluno baseou o seu raciocinio no contexto figurativo, valorizando a componente visual. O
aluno visualizou a estrutura do padrdo e identificou relagdes entre a variavel dependente e a
variavel independente, tendo recorrido a estratégia explicita para a resolucdo das questdes quer
de generalizacdo préxima quer de generalizagdo distante. Identificou em cada Z um retangulo
central e dois quadradinhos, um em cima (do lado esquerdo) e outro em baixo (do lado direito), o
que corresponde a uma generalizagao construtiva.

Pela entrevista verificou-se que o André, inicialmente, analisou o padrdo e continuou a
sequéncia de forma errada, pois ndo aumentou de forma correta as linhas. Quando estava a
resolver a questdo 5 apercebeu-se de que tinha continuado a sequéncia de forma incorreta e
resolvido erradamente as questdes, mas ja ndo teve tempo de retificar todas, fazendo-o apenas
na questdo 2. Esta situagdo explica o facto do aluno, ao longo da tarefa, apesar de recorrer
sempre a estratégia explicita, ter utilizado leis de formacao diferentes.

Na questdo 1 o André nao continuou a sequéncia de forma correta, desenhando de forma
errada a 5.2 figura. Pela resolugdo, verifica-se que também tinha desenhado de forma incorreta a
4.2 figura e, quando compreendeu isso, acrescentou a linha com cinco quadradinhos que faltava

em baixo, tendo-se esquecido de apagar o 5.2 quadradinho da linha anterior (figura 88).

0
Figura 1

Figura 88. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 1 da tarefa “Z’s”
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Aguando da entrevista, reconheceu que aquele quadradinho ndo deveria estar ali.

Investigadora: Na figura 4, este quadradinho estd correto?

André: Ndo.

Investigadora: Esta a mais?

André: Sim.

Investigadora: Quando construiste a figura 5 seguiste a mesma regra que para construir a figura 4?
André: (O aluno observa atentamente a figura durante alguns segundos e depois responde) Nao.

O André, tal como alguns colegas da turma, teve dificuldades em identificar visualmente a
estrutura do padrdo, situacdo muito frequente em padrdes nao lineares. Neste caso, as figuras
variavam nas duas dimensdes: comprimento e altura.

Na questdo 2 apresentou uma expressao numérica que correspondia a estrutura do padrao,
relacionando corretamente as duas varidveis, o que l|he permitiu calcular o nimero de
quadradinhos da 3.2 figura (figura 89).

JAD+ 2217
Figura 89. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 2 da tarefa “Z’s”

O aluno identificou um retangulo de dimensées 3x5 e dois quadradinhos, um em cima e
outro em baixo, correspondendo a uma generalizagdo construtiva.

O André nao utilizou a mesma regra para descobrir o nimero de quadradinhos da 6.2
figura, generalizagdo préxima, e da 40.2 figura, generalizagdao distante. Recorreu a estratégia
explicita, mas a regra que utilizou teve por base o erro que cometeu na construgao da 5.2 figura,
ja que, na 6.2 as dimensdes do retangulo central seriam 6x8 e na figura de ordem 40 seriam

40x42.
3. Quantos quadradinhos terd a 6.2 figura? Descreve o modo como pensaste.

X732 = JZ v223U

4. Quantos quadradinhos terd a figura de ordem 40? Explica como pensaste.
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Figura 90. Resolugdo apresentada pelo André para as quest&es 3 e 4 da tarefa “Z’s”

Investigadora: Observa a questdo 3. Achas que esta correto segundo a sequéncia apresentada?
André: humm... (siléncio durante 10 segundos)

Investigadora: Seria 6x7°?

André: Eu vi... uhmm... Aqui devia ter 8 (apontando para o 7).
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Investigadora: E porque erraste?

André: Porque a 5.2...

Investigadora: Porque tinhas a 5.2 figura mal construida?
André: Sim.

Investigadora: A resposta a questdo 4 também esta correta?
André: Ndo.

Investigadora: E a figura de ordem 40. Como ficaria?

André: 40x42.

O aluno compreendeu que tinha continuado a sequéncia de forma errada e que, por essa
razao, as expressoes numéricas apresentadas nao permitiram calcular de forma correta o nimero
de quadradinhos da 6.2 e da 40.2 figuras. Contudo, identificou o erro e demonstrou que teria sido
capaz de calcular o numero de quadradinhos corretamente.

A questdo 5 implicava, para além da generalizacdo distante, a reversibilidade do
pensamento. O André tentou aplicar a regra descoberta anteriormente, usando o raciocinio
inverso, subtraindo dois ao total dos quadradinhos. Contudo, ndo conseguiu continuar o
raciocinio de forma a chegar a valores corretos. O aluno dividiu os restantes quadradinhos por
dois na tentativa de encontrar o nimero de quadradinhos que compunham os lados do retangulo
central. Assim, pensou ter encontrado um dos lados do retangulo, subtraindo de seguida dois
porque era a diferenca de quadradinhos entre os lados do retdangulo (figura 191). Por isso,
concluiu que seria possivel construir a figura. Como nao calculou o valor da expressdao numérica

gue apresentou, ndo verificou que desta forma ndo obtinha 964 quadradinhos.
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Figura 91. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 5 da tarefa “Z’s”

Apesar de nao ter encontrado valores corretos para os lados do retangulo, o aluno revelou
indicios da reversibilidade no pensamento pois procurou utilizar a regra descoberta
anteriormente tentando associar a sua fundamentag¢do ao contexto visual.

Foi ao pensar como iria resolver esta questdo que o aluno se apercebeu que tinha
continuado a sequéncia de forma incorreta e que por isso tinha resolvido as questbes
subsequentes de forma errada. Contudo, como ja estava no final e ndo pediu mais tempo, ndo

teve tempo para alterar todas as respostas, fazendo-o apenas na questao 2.
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Na questdo 6, o André apresentou uma expressao algébrica que traduzia a generalizacdo da
estrutura que tinha identificado. Contudo, esta expressdo ndo era a correta devido ao erro
cometido anteriormente pelo aluno. Pela entrevista, verifica-se que percebeu que esta expressao,
tal como as das questdes 3 e 4, estaria errada mas ndo teve tempo de a corrigir. Aquando da
resolucdo, o aluno teve algumas dificuldades na manipulacdo simbdlica, tendo conseguido
representar n + 1 apds alguns esclarecimentos da investigadora:

André: Isto aqui é n (apontando para o comprimento do retangulo da 5.2 figura) e depois é n?
(apontando para a largura do retangulo)

Investigadora: Conta quantos quadradinhos tem para cima.

André: 6.

Investigadora: Aqui tens 5 (apontando para o comprimento do retangulo da 5.2 figura) que tu dizes
que é o?

André: n.

Investigadora: Se 5 é o n quanto é que é 67 (siléncio durante 5 segundos). O 6 quanto é mais que o
5?

André: Mais 1.

Investigadora: Se 5 é o n quanto é que é 6?

André: n.

Investigadora: Se fosse nera 5 X 5?

André: Ah!

Investigadora: Quanto é que tem mais que n?

André: Mais 1.

Investigadora: Entdo quanto é? n...

André:n xn+ 1.

O aluno compreendeu que ndo poderia representar valores diferentes com a mesma
varidvel e que neste caso seria n+ 1. Se o aluno tivesse corrigido o erro apresentado, teria
conseguido escrever uma expressao algébrica que traduziria a generalizacdo da sequéncia.

Ao longo de toda a tarefa recorreu a estratégia explicita, usando uma estratégia de
natureza visual, tendo baseado o seu raciocinio no contexto figurativo, o que, apesar do erro
apresentado, se tornou facilitador da resolugdo da mesma. O aluno referiu ter sentido
dificuldades na resolugdo da questdo 5, afirmando nao ter sentido outras dificuldades nesta

tarefa. Considerou que aprendeu a “descobrir uma lei” de formagdo da sequéncia.

Tarefa 9: Os lugares

O André voltou a mostrar-se motivado e empenhado na resolugdo da tarefa. Ao contrario
das tarefas anteriores, baseou o seu raciocinio no contexto numérico desligando-se da
componente visual. O aluno ndo foi capaz de compreender a estrutura do padrao, nao
identificando relagdes entre a variavel dependente e independente, tendo recorrido a estratégias

nao visuais.
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Tal como a maioria dos alunos da turma, o André recorreu a estratégia recursiva para as
guestdes em que tinha que descobrir o nimero de lugares da 5.2 fila, da 6.2 fila (questdo 1) e da
10.2 fila (questdo 2), questdes de generalizacdo proxima. O aluno verificou que a diferenca entre
filas consecutivas era de trés lugares e assim obteve a 5.2 fila, adicionando 3 a fila anterior, tendo

procedido da mesma forma para encontrar o nimero de lugares da 6.2 e da 10.2 filas (figura 92).

1. Quantos lugares existem na 5.2 e 6.2 filas do teatro? Explica como pensaste.
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2. Quantos lugares existem na 10.2 fila? Explica como pensaste.
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Figura 92. Resolugdo apresentada pelo André para as questdes 1 e 2 da tarefa “Os lugares”

Investigadora: Na questdo 2, da 8.2 para a 10.2 fila somaste 6. Porqué?

André: Porque vi o dobro.

Investigadora: Porque aumentava duas filas. Entdo ndo aumentava 3 mas o dobro, 6.
André: Sim.

Pela entrevista, verifica-se que na questdo 2 o aluno associou ao pensamento recursivo a
estratégia multiplo da diferenga, ja que multiplicou por 2 o valor da diferenga entre termos
consecutivos, sendo uma forma de obter o valor da 10.2 fila mais rapidamente.

O aluno ndo conseguiu identificar o padrdo apresentado e ndo se centrou na sua estrutura
visual, tendo-se focado apenas no contexto numérico, nomeadamente na diferenca entre termos
consecutivos. Por esta razdo, apresentou dificuldades na formulacdo de uma estratégia para a
resolucao da questdo de generalizacdo distante, questao 3. Assim, o aluno nao conseguiu resolver
de forma correta a questdo 3. Tal como outros alunos da turma, utilizou a estratégia Parte
Unidade com ajuste, pois tomou como unidade o numero de lugares encontrado na questdo 2
para a 10.2 fila e foi adicionando esse valor até obter a 130.2 fila. De seguida, procedeu a um
ajuste, recorrendo ao raciocinio recursivo e ao multiplo da diferenca até chegar ao nimero de

lugares da 138.2 fila (figura 93).
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Figura 93. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 3 da tarefa “Os lugares”

Investigadora: Na questdo 3 ndo tentaste encontrar um raciocinio que fosse menos trabalhoso?
André: Nessa altura ndo tinha descoberto uma lei.

Investigadora: Porque é que da 10.2 para a 20.2 fila adicionaste 31 lugares?

André: Porque na 10.2 fila era 31 lugares mais 31 que ja aumentava de 10. Em vez de estar a fazer
3+3+3...

Investigadora: Mas aqui (apontando para a questdo 2), quando quiseste aumentar fizeste o dobro do
numero de lugares que aumentava.

André: De 3.

Investigadora: Entdo da 10.2 para a 20.2 era 31 que somavas?

André: Porque eu vi na 10.2 fila que era 31 lugares...

Investigadora: Sim, eu percebi. Aqui, (apontando para a questdo 2), de fila em fila era 3, e
adicionaste 6 porque era...

André: O dobro...

Investigadora: O dobro de qué?

André: De 3.

Investigadora: Porque era o numero de filas que aumentava. Se aumentava 10 filas, quantos lugares
aumentava?

André: (siléncio)

Apesar de nas questdes 2 e 3 o aluno ter recorrido ao multiplo da diferenca entre termos

consecutivos, teve dificuldades em compreender que da 10.2 para a 20.2 fila deveria aumentar 30

lugares porque ndo se conseguia desligar do raciocinio parte unidade utilizado. Na entrevista,

inicialmente, ndo compreendeu que ao aumentar 10 filas teria de aumentar 30 lugares,

entendendo isso apds varias explicagdes.

Ao longo da tarefa, quer em questdes de generalizacdo proxima quer em questdes de

generalizacdo distante, o André baseou o seu raciocinio no contexto numérico em detrimento do

contexto visual, tendo recorrido a estratégias ndo visuais, a recursiva e a multiplo da diferenca
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com ajuste. Ao contrario das tarefas “Os smiles” e “Z’s”, ndo foi capaz de identificar a estrutura do
padrdo apresentado, tendo centrado o seu raciocinio na diferenca entre termos consecutivos o
gue ndo lhe permitiu resolver com sucesso a questao 3. O aluno referiu ter sentido dificuldades
na questdo 3 devido a morosidade da estratégia escolhida, afirmando ndo ter sentido mais

dificuldades. Considerou que com esta tarefa aprendeu a trabalhar com sequéncias.

Tarefa 10: A moldura

O André voltou a mostrar-se motivado e empenhado na resolucdo da tarefa. Utilizou
sempre a mesma estratégia, a explicita, quer nas questdes de generalizacdo proxima quer nas
guestdes de generalizacdo distante. O aluno aplicou uma regra que entendeu ser representativa
da relagdo entre as varidveis dependente e independente, baseando-se numa generalizacdo
construtiva, ja que identificou a moldura composta por quatro grupos com o mesmo nimero de
azulejos, correspondente as dimensdes do quadrado. Contudo, essa regra ndo correspondia ao
contexto apresentado e ndo lhe permitiu calcular de forma correta o nimero de azulejos. O aluno
ndo foi capaz de compreender que, identificando na moldura quatro grupos com o mesmo
numero de elementos, posteriormente teria que proceder a subtracdo dos azulejos que ja tinham
sido contemplados nessa contagem, os cantos. Apesar de ter baseado o seu raciocinio na
componente visual, o aluno revelou dificuldades na andlise da estrutura do padrao, calculando o
perimetro da moldura e ndo o nimero de azulejos que a compunham. Mesmo apds a chamada de
atengdo da investigadora para que observasse bem a figura e relacionasse a sua resolu¢gdo com o
contexto apresentado, ndo foi capaz de compreender que a expressdao numérica que tinha
descoberto ndo traduzia o contexto figurativo.

Na questdo 1, de generalizagdo prdéxima, o André, tal como vdérios alunos da turma,
recorreu a estratégia explicita para descobrir o nimero de azulejos da moldura de dimensdes 8x8,
multiplicando 8 por 4 (figura 94). Contudo, a expressdo numérica utilizada ndo lhe permitiu
calcular de forma correta o nimero de azulejos das molduras, revelando dificuldades na

visualizacdo, nomeadamente na atribuicdo de significado a expressdo apresentada.
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Figura 94. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 1 da tarefa “A moldura”
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No seu raciocinio, o aluno baseou-se no calculo do perimetro e ndo percebeu que era
necessario retirar os quadrados dos cantos.

Investigadora: Para fazer a questdo 1 apenas fizeste o célculo, nunca contaste os quadrados?
André: Ndo.

Investigadora: Foi sé o calculo.

André: Sim.

Investigadora: E por que multiplicaste por 4?

André: Porque era os lados.

Investigadora: E como sabias que os lados tinham 8?

André: Foi a dimens3o.

Na questdo 2, ainda de generalizacdo préxima, em que tinha que descobrir o nimero de
azulejos da moldura de dimensdes 15x15 e na questdo 3, de generalizacdo distante em que estava
envolvida a moldura de dimensdes 90x90, o aluno recorreu também a estratégia explicita. Apesar
de na base do seu raciocinio estar a mesma forma de ver o padrdo usada na questdo 1, ndo
recorreu a multiplicacdo mas sim a adicdo dos lados que compunham a moldura (figura 95). Mais
uma vez, o numero total de azulejos de cada moldura ndo estava correto pois esta regra ndo
traduzia o padrao apresentado, ja que os cantos da moldura estavam a ser contabilizados duas

vezes.

2. Quantos azulejos sdo necessdrios para construir uma moldura com dimensSes 15x15? Explica como pensaste.
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3. Quantos azulejos sdo necessarios para construir uma moldura com dimens&es 90x90? Explica como pensaste.
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Figura 95. Resolugdo apresentada pelo André para as questdes 2 e 3 da tarefa “A moldura”

Na questdo 4, que implicava a generalizacdo distante e a reversibilidade de pensamento, o
André foi capaz de aplicar a regra descoberta anteriormente revelando reversibilidade no
pensamento, recorrendo a estratégia explicita. Contudo essa regra, que foi utilizada na resolucdo
das questdes anteriores, nao estava certa o que ndo permitiu ao aluno obter conclusdes corretas.
O aluno decompds o 420 em 400 e em 20, para facilitar a divisdo, e de seguida efetuou a divisdo
de ambos por 4, tendo concluido que era possivel construir uma moldura com este nimero de

azulejos (figura 96).
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Figura 96. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 4 da tarefa “A moldura”

Investigadora: Na questdo 4, porque decompuseste o 420 em 400 e em 20?
André: Porque era mais fdcil para dividir.

Investigadora: E dividiste por 4 porqué?

André: Porque era o nimero de lados.

Na questdo 5, o André conseguiu elaborar uma expressdo algébrica que traduzia a regra
descoberta nas questdes anteriores (figura 97). Contudo, esta ndo correspondia ao contexto
apresentado porque o aluno ndo deduziu uma regra correta a partir da andlise da estrutura do
padrdo.

i B RN o
Figura 97. Resolugdo apresentada pelo André para a questdo 4 da tarefa “A moldura”

Analisando a expressdo numérica apresentada pelo André na questdo 1 (figura 94), verifica-
se que a expressdao numeérica ndo corresponde a interpreta¢do do contexto explorado. Apesar ser
capaz de formular expressdes numéricas, nao atribuiu significado diferente a mudanga de ordem
dos fatores envolvidos na multiplicagdo. Ao longo da tarefa, quer em questdes de generalizagdo
proxima quer em questdes de generalizagdo distante, o André recorreu a estratégia explicita.
Apesar de ter baseado o seu raciocinio no contexto figurativo, revelou dificuldades na analise do
padrdo, tendo sido influenciado pelo conceito de perimetro e ndo atribuiu na totalidade
significado a expressdao numérica apresentada. O aluno ndo compreendeu que, com a regra que
descobriu, existiam azulejos que estavam a ser contabilizados em duplicado e que seria
necessario proceder a uma subtracdo dos sobrepostos, o que revela dificuldades na generalizacdo
desconstrutiva, o que era expectdvel. O aluno afirmou ndo ter sentido dificuldades na resolucgdo

desta tarefa, referindo que aprendeu a trabalhar com nimeros.

Sintese

O André revelou-se empenhado e interessado ao longo das sessGes de exploracdo das
tarefas. Nas tarefas de Contagens Visuais recorreu, quase na totalidade, ao subitizing conceptual,
estratégia de natureza visual, reconhecendo diferentes agrupamentos nas figuras, levando-o a

elaborar expressbes numeéricas equivalentes. Nas tarefas de sequéncias e problemas com
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padrdes, recorreu a varias estratégias: recursiva, parte unidade, multiplo da diferenca e explicita.
O aluno revelou preferéncia pela generalizacdo construtiva, apesar de também ter recorrido a
ideia de desconstrucdao na tarefa Os berlindes do Carlos. O André conseguiu, com facilidade,
analisar a estrutura do padrao das tarefas Nendufares e rds, Smiles e Os Z’s, o que lhe permitiu
relacionar as varidveis dependente e independente e deduzir uma regra que traduzia a
generalizacdo. Nestes casos, recorreu a estratégias de natureza visual, baseando o seu raciocinio
no contexto visual/figurativo. Na tarefa A moldura, conseguiu analisar a estrutura do padrio, mas
a mesma ndo traduzia o contexto apresentado. Por sua vez, na tarefa Os lugares ndo conseguiu
analisar a estrutura do padrao, baseando o seu raciocinio no contexto numérico, tendo algumas
dificuldades, nomeadamente, na questdo de generalizagdo distante. Apesar de ter revelado
algumas dificuldades, nos casos em recorreu a estratégias de natureza visual/figurativa, conseguiu

formular expressdes algébricas que traduzia a generalizacdo, revelando evolu¢do na manipulagdo

simbdlica.
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CAPITULO VII - DISCUSSAO E CONCLUSOES

Este capitulo organiza-se em trés sec¢Oes. Na primeira, apresenta-se uma sintese do
estudo, salientando alguns dos seus aspetos centrais. Na seccdo seguinte, sdo discutidas as
principais conclusées do estudo, organizadas de acordo com as questdes de investigacdo. As
reflexdes finais, apresentadas na ultima secc¢do, incidem sobre algumas implicagdes para a prética

profissional, recomendac0es para futuras investigacdes e limitagdes do estudo.

Sintese do estudo

Este estudo pretendeu compreender como se caracteriza o pensamento algébrico de
alunos do 6.2 ano de escolaridade ano no ambito de contextos visuais. Para isso, foram delineadas
as seguintes questdes que orientaram a investigacao:

1) Que aspetos do pensamento algébrico sdo evidenciados em contextos visuais?

2) Que tipo de estratégias utilizam os alunos no processo de generalizagdo nestes

contextos?

3) Que dificuldades sdo evidenciadas pelos alunos nestes contextos?

4) Que razées poderdo explicar estas dificuldades?

Dadas as caracteristicas do problema em estudo, optou-se por uma metodologia
qualitativa, jd que o foco da investiga¢do ndo se centrava na generalizar conclusdes mas sim na
compreensdo de um fendmeno em particular, como o pensamento algébrico. Recorreu-se a um
design de estudo de caso, de natureza descritiva e interpretativa, sendo acompanhados dois
alunos cujo trabalho foi enquadrado no contexto turma. Assim, foi elaborada uma proposta
didatica organizada em contagens visuais, sequéncias de repeticdo e de crescimento, e problemas
que envolvem a exploracdo de padrdes. Esta proposta baseou-se no trabalho desenvolvido por
Vale e colaboradores (2011a) e nas orientacdes do Programa de Matematica do Ensino Basico
(ME-DGIDC, 2007), nomeadamente no tépico Relagdes e Regularidades.

Na recolha de dados utilizaram-se multiplas fontes de evidéncias como a observacao,
entrevistas semiestruturadas, gravacGes audio e video, questionarios e analise documental, tendo
a investigadora assumido o papel de observadora participante. Durante o estudo procurou-se
compreender a forma como os participantes desenvolveram o pensamento algébrico,

procedendo a andlise dos dados de forma indutiva, o que levou a uma categoriza¢do dos mesmos,
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permitindo assim compreender aspetos como as estratégias utilizadas pelos alunos e dificuldades

emergentes do seu trabalho.

Conclusoes do estudo

Aspetos do pensamento algébrico evidenciados em contextos visuais

Neste ponto, sdo discutidos alguns aspetos reveladores da emergéncia do pensamento
algébrico no trabalho realizado pelos alunos caso, fazendo-se referéncia a turma sempre que se
achar pertinente. Optou-se por evidenciar trés processos destacados na literatura: exploracdo de

padrdes e relagOes; generalizacdo; e simbolizacdo.

Padrées e relagoes

Padrdes de repeticdo. O Daniel e o André revelaram facilidade em reconhecer a existéncia
de regularidades e em estabelecer relagdes na exploracdo de padrdes de repeticdo (Tarefa Rds e
nendfares). Os alunos continuaram o padrdo e identificaram a unidade de repetigdo, mostrando-
se capazes de reconhecer a estrutura do padrao, descobrir relagdes entre os varios termos e a
ordem que ocupavam na sequéncia, aplicando uma regra para descobrir diversos elementos da
mesma. Os alunos caso, assim como a maioria dos alunos da turma, foram capazes de identificar a
unidade de repeticdo, facto considerado fundamental por Threlfall (1999) no trabalho com
padrées de repeticdo, pois contribui para o desenvolvimento da capacidade de generalizar e do
pensamento algébrico. Os alunos caso, tiveram, no entanto, desempenhos diferentes em
situacbes de continuacdao do padrao de repeticdo, optando ou pela unidade de repeticao
completa ou pela sua subdivisdo (Threlfall, 1999). Contudo, as suas opg¢Oes revelaram algumas
dificuldades na transicdo entre a identificacdo de valores proximos e distantes, uma vez que o
Daniel considerou o grupo de repeticdo completo para valores mais baixos de varidvel
independente, enquanto que em valores mais altos consideram-no incompleto. J4 o André, em
valores préximos considerou o grupo de repeticdo incompleto, enquanto que em valores
distantes considerou nao existir o ultimo grupo de repeticdo que estava incompleto.

Padrdes de crescimento. O Daniel, inicialmente, revelou algumas dificuldades nas tarefas
com padrdes de crescimento, nomeadamente na tarefa Smiles. O aluno ndo foi capaz de
compreender a estrutura do padrao, baseando-se apenas num raciocinio de tipo recursivo. Ndo

reconheceu relagdes nas figuras da sequéncia, entendendo-as como meros objetos, recorrendo,
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dentro da percecdo visual, a percecao sensorial (Rivera & Becker, 2008). Contudo, nas tarefas
seguintes, o aluno percebeu as vantagens da ado¢do de uma abordagem visual e recorreu, dentro
da percecdo visual, a percecao cognitiva, reconhecendo rela¢cdes nas figuras que compunham a
sequéncia, revelando compreender a estrutura do padrao (Rivera & Becker, 2008). Por sua vez, o
André, nas tarefas Smiles, Os Z’s e A moldura também percecionou as figuras da sequéncia de
forma cognitiva, identificando a existéncia de relacdes entre as varidveis dependente e
independente e, consequentemente, a estrutura do padrdo (Rivera & Becker, 2008). Contudo, na
tarefa A moldura, a regra que entendeu como representativa das relacées entre as duas variaveis
ndo correspondia ao contexto apresentado. Na tarefa Os lugares, o André revelou-se incapaz de
identificar a estrutura do padrdo, salientando-se que ndo se centrou na sua estrutura visual, mas
sim no contexto numérico, recorrendo a diferenca entre termos consecutivos.

Apesar de terem evidenciado algumas dificuldades nas tarefas que envolveram exploracdo
de padrdes, verificou-se que os alunos recorreram a ferramentas que se revelaram Uteis na
criacdo, interpretacdo e representacdo de generalizagdes como a continuagdo do padrdo, a
andlise da variacdo ao longo dos termos da sequéncia, a utilizagdo de simbologia para criar e
expressar a generalizagdo, favorecendo assim o desenvolvimento do pensamento algébrico
(Billings, 2008).

A forma de ver o padrdo. Rivera e Becker (2008) afirmam que a investigacdo demonstra que
ao observar um mesmo padrao existe uma tendéncia para este ser visto de diferentes formas
pelos observadores, o que leva a producdo de diferentes generalizagdes. Neste estudo, verificou-
se este facto apenas nas tarefas Os Z’s e A moldura, em que a forma como visualizaram as figuras
variou levando a formulagdo de expressdes numéricas diferentes que se basearam nas diferentes
concecles das relagdes parte-parte-todo (Vale et al., 2011a). Nas outras tarefas de sequéncias e
problemas com padrdes, apesar do padrdo poder dar lugar a diferentes interpretacdes, os alunos

gue conseguiram identificar a sua estrutura fizeram-no da mesma forma.

Generalizagdo

Capacidade de generalizar. Os alunos caso foram capazes de generalizar, quer padrdes de
repeticdo quer de crescimento, na medida em que reconheceram, de forma explicita, o que
existia de semelhante em termos especificos da sequéncia, tendo conseguindo ainda elevar esse
raciocinio a um foco que deixou de estar centrado nos termos considerados inicialmente,

passando para termos distantes (Kaput, 1999). Numa outra perspetiva, compreenderam o que
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existe de comum entre alguns termos em particular, encontrando uma propriedade ou relagdo
invariante, que aplicaram de seguida a todos os termos da sequéncia (Radford, 2006). Nestes
casos, os alunos revelaram flexibilidade de pensamento, competéncia considerada fundamental
para desenvolver a capacidade de generalizar, pois conseguiram abstrair-se de um caso
especifico, encontrando uma a regra geral (English & Warren, 1998; Smith et al. 2007). Contudo,
nao foram capazes de o fazer em todas as tarefas. O Daniel revelou claramente flexibilidade de
pensamento e capacidade de generalizar nas tarefas Nenufares e rds, Z’s, Os lugares e A moldura
enguanto o André apresentou nas tarefas Nenufares e rds, Smiles, Z’s e A moldura.

Tipo de generalizagéio. De uma forma geral, os alunos da turma revelaram maior facilidade
na generalizacdo préxima do que na generalizacdo distante. Na segunda, os alunos que se
sustentaram em abordagens ndo visuais evidenciaram muitas dificuldades em conseguir
generalizar. Apenas os que optaram por abordagens visuais conseguiram generalizar para termos
distantes. Os alunos caso mostraram mais facilidade na generalizacdo distante do que a maioria
dos alunos da turma pois, nas tarefas supracitadas, recorreram a estratégias de natureza visual,
tendo conseguido compreender a estrutura do padrdo e, a partir dai, generalizar para valores
distantes. O André e o Daniel, assim como os restantes alunos, apresentaram preferéncia pela
generalizagdo construtiva, sendo que apenas na tarefa A moldura alguns alunos, entre os quais o
Daniel, recorreram a generalizagdo desconstrutiva, tal como referido na literatura (Barbosa, 2010;
Rivera & Becker, 2008). Esta preferéncia podera estar relacionada com o facto de a generalizagdo
desconstrutiva implicar, ao nivel da visualizagdo, um nivel cognitivo superior.

Assim, com base nos aspetos discutidos, pode-se afirmar que, neste estudo, e apesar das
dificuldades evidenciadas, tarefas que envolvem a exploragdo de padrdes em contextos

figurativos/visuais fomentaram o desenvolvimento da capacidade de generalizar.

Simbolizagdo

Ao longo das tarefas verificou-se que os alunos que recorreram a estratégias de natureza
ndo visual evidenciaram mais dificuldades nas questdes de generalizacdo distante e nao
conseguiram apresentar uma expressao algébrica que traduzisse a generaliza¢do. Aqueles que
apresentaram uma expressado algébrica que traduzia a generalizacdo usaram estratégias visuais,
nomeadamente a estratégia explicita. Verificou-se que as expressGes algébricas formuladas
traduziam a forma de ver as figuras e que os alunos entendiam as relagbes simbdlicas

apresentadas, manipulando com maior facilidade esses simbolos, tal como defendem Rivera e
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Becker (2005). Contudo, nem todos os alunos, que em questdes anteriores recorreram a este tipo
de estratégia, foram capazes de generalizar algebricamente, o que revela dificuldades na
manipulagdo simbdlica. Neste estudo, os alunos evidenciaram algumas dificuldades na
generalizacdo distante, especialmente na formulacdo da expressao algébrica da mesma, ou seja,
na escrita simbdlica de uma generalizacao, dificuldade que ja tinha sido identificada na literatura
(English & Warren, 1998; Pereira & Saraiva, 2010). Esta dificuldade na formulacdo de expressées
algébricas era expectavel na medida em que os alunos nao tinham experiéncias nestes contextos,
sendo a primeira vez que trabalhavam com o conceito de varidvel. Tal como descrito na literatura
por English e Warren (1998), os alunos revelaram mais facilidade em expressar uma generalizacdo
verbalmente do que simbolicamente. Na tarefa Nentfares e rés o Daniel e o André, assim como a
maioria dos alunos da turma, apesar de conseguirem expressar a generalizacdo do padrao por
palavras ndo conseguiram transpor essa informagao para uma expressao algébrica que traduzisse
a generalizacdo. No entanto, é de salientar que, ao longo da aplicacdo das tarefas, apesar de
existirem alunos que ndo foram capazes de generalizar algebricamente, verificou-se alguma
evolucdo na capacidade de manipulagcdo simbdlica, o que sugere que tarefas com padrdes para
além de poderem ser atividades introdutérias ao simbolismo algébrico (Radford, 2006), podem

potenciar o desenvolvimento do simbolismo associado ao pensamento algébrico (Vale, 2011).

Estratégias de generalizacao em contextos visuais

Ao longo da proposta didatica implementada no estudo, os alunos exploraram tarefas de
contagens visuais, sequéncias de repeticdo e de crescimento e problemas com padrdes, o que
implicou a aplicagdo de estratégias quer de contagem quer de generalizagdo.

Categorizag¢do das estratégias de contagem. Nas tarefas iniciais que envolviam contagens
visuais, verificou-se que o Daniel e o André, tal como grande parte dos alunos da turma,
recorreram unicamente a estratégias de natureza visual, quase na totalidade envolvendo
subitizing conceptual. Reconheceram padrdes na disposicdo dos elementos de cada figura,
identificando que o todo resultava da composicdo das varias partes. Nestas situacdes, que
evidenciaram o subitizing conceptual, é de salientar que as figuras foram observadas de formas
diferentes, ja que os alunos reconheceram varias disposi¢cdes dos padrdes através da composicdo
de diferentes agrupamentos. Os arranjos identificados tém por base a conceptualizacdo de cada
aluno das relagbes parte-parte-todo (Vale et al., 201la). Assim, na mesma figura, foram

reconhecidos diferentes agrupamentos, de acordo com a forma de ver, tendo sido realcadas
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disposicGes lineares na horizontal, na vertical e na diagonal, e disposi¢cdes por grupos, onde
apareceram frequentemente arranjos retangulares. Estas diferentes visualizagbes das figuras
permitiram obter uma grande diversidade de expressées numéricas que traduziam vdrias formas
de ver, mas que eram equivalentes, concordante com os resultados apresentados por Vale e
colaboradores (2011a). No que refere aos alunos da turma, surgiram pontualmente situacdes em
gue recorreram a estratégias de contagem de natureza ndo visual, nomeadamente a contagem
um a um. Nestas tarefas de contagens visuais também emergiram, de forma pouco significativa,
estratégias de contagem mistas pois, apesar de recorrerem ao subitizing conceptual, ao
reconhecer padrdes na disposicdo dos elementos, formaram grupos de modo a encontrarem
numeros de referéncia, como o dois e o cinco, na perspetiva de facilitar o calculo mental. Esta
procura de nimeros de referéncia também é reconhecida por Vale e colaboradores (2011a).

Categorizagdo das estratégias de generalizacGo. Neste estudo, os alunos da turma
utilizaram varias estratégias de generalizacdo, nomeadamente: contagem, recursiva, parte
unidade, multiplo da diferenca, tentativa e erro e explicita. Assim, verifica-se que tarefas que
envolvam padrdes em contextos figurativos permitem e facilitam o recurso a multiplas estratégias
de generalizagdo na resolugao da mesma tarefa, tal como é referido por varios autores em
estudos que privilegiaram a exploragdo de padrdes figurativos (Barbosa, 2011; Becker & Rivera,
2005; Garcia-Cruz & Martinén, 1997; Lannin, 2005; Lannin et al., 2006; Rivera & Becker, 2008).
Destas estratégias, verificou-se que o Daniel utilizou todas com a exceg¢do da estratégia contagem,
enquanto que o André usou as estratégias recursiva, multiplo da diferenga, parte unidade e
explicita.

As estratégias e o nivel de generalizagdo — proxima e distante. Nas questdes de
generalizacdo proxima, o Daniel usou as estratégias parte unidade, recursiva e explicita, enquanto
gue o André utilizou as estratégias recursiva e explicita. Nenhum dos alunos caso recorreu a
estratégia contagem, que foi muito frequente na resolucdo de questdes de generalizagdo préxima
por parte dos outros alunos da turma. Em questGes deste nivel predominaram as estratégias
contagem e recursiva. Nas questdes de generalizacdo distante o Daniel utilizou as estratégias
recursiva, tentativa e erro e explicita e o André recorreu as estratégias recursiva, parte unidade,
multiplo da diferenca e explicita. Neste tipo de questdes, a estratégia dominante nos alunos caso,
tal como na turma, foi a explicita, tal como sucedeu no estudo de Barbosa (2010). Contudo, nos
resultados da turma verificou-se que na tarefa Smiles também surgiu com frequéncia a estratégia
recursiva, sendo estes resultados concordantes com o que Orton e Orton (1999) defendem,

enquanto que na tarefa Os lugares surgiram varias, como a recursiva, parte unidade e multiplo da
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diferenca, sem uma dominancia clara. E de salientar que, ao longo de todas as tarefas com
sequéncias e problemas com padrdes, surgiram estratégias ndo possiveis de categorizar, ou
porque o raciocinio apresentado nao estava claro ou porque ndo resolveram a questdo, sendo
mais evidente nas questdes de generalizacdo distante nas tarefas Smiles, Os Z's e Os lugares. Este
facto revela dificuldades por parte dos alunos nas tarefas que envolvem sequéncias
nomeadamente nas questdes de generalizacdo distante.

As estratégias e o tipo de generaliza¢Go — construtiva e desconstrutiva. Na quase totalidade
das tarefas de contagem, predominaram estratégias baseadas na ideia de construcdo da figura
como resultado da reunido de todos os elementos. Contudo, na tarefa A cole¢cdGo de moedas, o
André, tal como alguns alunos da turma, recorreu a uma estratégia baseada na ideia de
desconstrucdo da figura, identificando o todo como junc¢do das partes mas sendo necessario um
processo de subtracdo dos espagos sem moedas. Também na tarefa Os berlindes do Carlos, um
dos alunos da turma socorreu-se desta ideia de desconstrucdo da figura, ja que a visualizou com
sobreposicdo dos berlindes centrais, procedendo de seguida a um ajuste de calculo, retirando os
elementos repetidos. Tal como é referido na literatura (Barbosa, 2010; Rivera & Becker, 2008),
nas tarefas que envolviam sequéncias e problemas com padrdes predominaram também as
estratégias de generalizagdo de tipo construtivo. Os alunos recorreram a generalizagdes de
natureza construtiva, procedendo a decomposicao da estrutura do padrao em partes disjuntas.
Apenas na tarefa A moldura o Daniel, e alguns alunos da turma, recorreram a uma generalizagao
de natureza desconstrutiva, identificando a moldura composta por quatro conjuntos com o
mesmo numero de azulejos, procedendo de seguida a subtragcdo dos cantos que estavam
sobrepostos.

Adequacdo das estratégias de generalizacdo utilizadas. Em questdes de generalizacdo
distante, as estratégias utilizadas pelos alunos nem sempre foram apropriadas ao tipo de questdo.
Na tarefa Smiles o Daniel recorreu a estratégia recursiva, que se revelou demasiado extensa.
Como forma de contornar a morosidade da recursdo, o Daniel associou-lhe a estratégia multiplo
da diferenca com ajuste. Também o André recorreu ao raciocinio recursivo na tarefa Os lugares,
associado a outras estratégias como a parte unidade com ajuste, para tornar mais expedita a
resolugao. Verificou-se que os alunos da turma, nas tarefas Nendfares e rds, Smiles e Os lugares
recorreram a estratégia recursiva, que se mostrou desadequada pela sua morosidade, tendo
também associado a outras estratégias de forma a diminuir a morosidade. Contudo, em questdes
de generalizacdo préxima, as estratégias utilizadas pelo Daniel e pelo André, assim como pelos

restantes alunos, revelaram-se adequadas.
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Sucesso das estratégias de generalizacGo tendo em conta a sua natureza — visual e ndo
visual. Verificou-se que em questdes de generalizagdo proxima foram utilizadas estratégias de
natureza visual e ndo visual, sendo que, em ambos os casos, o Daniel e o André, tal como os
alunos da turma, conseguiram ser bem sucedidos. Em questdes de generalizacdo distante
concluiu-se que, quando o Daniel e o André, assim como alguns alunos da turma, basearam o seu
raciocinio no contexto figurativo/visual, recorrendo a estratégias de natureza visual, como a
explicita, obtiveram mais sucesso do que os alunos que se basearam no contexto numérico,
recorrendo a estratégias ndo visuais, como a recursiva, a parte unidade e multiplo da diferenca.
Assim, verificou-se que a visualizacdo constituiu um meio facilitador da generalizacdo e do
desenvolvimento do pensamento algébrico, tal como é referido na literatura (Barbosa, 2010;
Mason, 1996). Verificou-se também que os alunos que recorreram a estratégias de natureza nao
visual, suportaram o seu raciocinio no contexto numérico, desvalorizando o contexto figurativo
enquanto que os que recorriam a estratégias de natureza visual valorizaram o contexto figurativo
e compreenderam relagGes existentes no padrdo, o que lhes permitiu apresentar melhor
desempenho, estando de acordo com os resultados obtidos por Lannin (2005), Rivera e Becker
(2005) e Vale e Pimentel (2005). Tal como é referido por Lannin et al. (2006), concluiu-se que os
alunos que se basearam na visualizagdo do padrdao que compunha a sequéncia, revelaram
compreensdo da relagdo existente entre as varidveis dependente e independente, enquanto que
os alunos que se basearam no contexto numérico desvalorizaram as relagdes que surgiam do
contexto apresentado, tendo maiores dificuldades em compreender a relagao existente entre as
duas varidveis. As regras formuladas pelos alunos que usaram estratégias de natureza visual eram
uma clara indica¢do da forma como foram visualizadas as figuras que compunham a sequéncia
(Rivera & Becker, 2005). Nestes casos, dentro da percecdo visual, os alunos recorreram a
percec¢do cognitiva, uma vez que foram capazes de reconhecer a existéncia de relagGes nas figuras
e assim compreender a estrutura do padrdo (Rivera & Becker, 2008).

Escolha das estratégias de generalizacGo. Nas tarefas em que o Daniel e o André
valorizaram a componente visual do padrdao e conseguiram analisar a sua estrutura, recorreram
sempre a estratégia explicita, deduzindo uma regra representativa da relagdo entre as varidveis
dependente e independente, tendo por base a forma como visualizaram a figura. Tal como é

referido por Lannin et al. (2006), verificou-se que valores elevados (generalizagdao distante)

propiciam uma maior utilizacdo da estratégia explicita. Contudo, quando os alunos caso, assim
como outros alunos da turma, basearam o seu raciocinio no contexto figurativo e conseguiram

identificar a relagdo entre as varidveis dependente e independente, utilizaram, quase sempre, a
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estratégia explicita também em valores préximos (generalizagdo prdéxima). Em questdes de
generalizacdo distante, verificou-se que, quando os alunos da turma se basearam no contexto
numeérico, sempre que o padrao era linear, predominou o raciocinio recursivo. Quando o padrao
era quadrdtico, muitos dos alunos preferiram a estratégia recursiva porque a diferenca entre
termos consecutivos ndo era constante, tendo evidenciado dificuldades em encontrar uma
estratégia adequada, registando-se muitas estratégias ndao categorizaveis e que ndo permitiram
resolver estas questdes. O Daniel e o André nao sentiram estas dificuldades porque se basearam
na visualizagdo e recorreram a estratégia explicita. Segundo Lannin et al. (2006), os alunos com
dificuldades de visualizacdo socorrem-se da estratégia tentativa e erro para realizar
generalizacdes (distantes). Contudo, neste estudo este facto ndo se verificou ja que esta
estratégia foi pouco utilizada. Apenas se evidenciou nas questdes que envolviam reversibilidade

de pensamento.

Dificuldades evidenciadas em contextos visuais

Tarefas de Contagens Visuais. Nas tarefas iniciais de contagens visuais, tanto o Daniel como
o André, assim como vdrios alunos da turma, apesar de serem capazes de interpretar o contexto
figurativo apresentado, ao traduzir a figura para uma expressdo numérica frequentemente
trocaram a ordem dos fatores nas multiplicagdes. Nessas situagdes, revelaram dificuldades em
apresentar uma expressdao numérica que traduzisse esse contexto, ndo conseguindo estabelecer
totalmente um paralelismo entre a componente visual e a componente numérica. Verificou-se
que estes alunos, apesar de recorrerem a estratégias de contagem de natureza visual, como a
explicita, apresentaram alguma tendéncia para o trabalho em contexto numérico,
descontextualizado da representacdao, ja que manifestaram dificuldades em trabalhar em
contexto figurativo, nomeadamente em passar para o contexto numeérico aquilo que visualizaram
numa figura. Na tarefa A colecdo de moedas foram evidentes as dificuldades dos alunos em
contexto figurativo, na medida em que, a grande maioria, incluindo os alunos definidos como
caso, ndo conseguiram interpretar o significado da expressdo numérica apresentada tendo por
base a visualiza¢do da figura (questdo 3). Os alunos apresentaram dificuldades em manipular os
numeros associados a um contexto figurativo, sendo que o facto de ndo estabelecerem um
paralelismo entre a componente visual e a numérica aumentam este obstaculo. Contudo,
destaca-se um pequeno grupo de alunos que demonstrou maior facilidade no contexto figurativo

ja que conseguiu identificar, na figura, a visualizacdo que correspondia a expressdao numérica
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apresentada, fundamentando o seu significado. Na tarefa Qual tem mais estrelas? o André e o
Daniel, tal como a maioria dos alunos da turma, sentiram mais dificuldades na contagem do
cartdao D, o que é coerente com a literatura sobre o tema, ja que se afirma que a disposicdo
aleatdria de elementos é considerada como mais dificil para realizar o subitizing (Clements, 1999).
Nas tarefas de contagens visuais, o André, tal como vdrios alunos da turma, apenas foi capaz de
reconhecer que as diferentes expressdes numéricas obtidas eram equivalentes, enquanto que o
Daniel, e alguns alunos da turma foram, capaz de reconhecer que eram equivalentes e que
resultavam de diferentes processos de contagem.

Sequéncias e Problemas com padrdes. Neste tipo de tarefas, verificou-se que vdrios alunos
apresentaram dificuldades na analise da estrutura do padrdao, ndo conseguindo identificar
relacbes entre as varidveis dependente e independente, baseando o seu raciocinio no contexto
puramente numérico, o que dificultou a abordagem as questdes de generalizagdo distante. Na
tarefa Smiles o Daniel, assim como a maior parte dos alunos da turma, demonstrou dificuldades
na visualizacdo e no trabalho em contexto figurativo, ja que ndo conseguiu interpretar o
significado das expressGes numéricas apresentadas, tendo por base a visualizacdo da sequéncia.
Na mesma tarefa, o André e outro aluno da turma foram capazes de identificar na sequéncia o
significado das expressdes numéricas apresentadas. E de salientar a natureza das estratégias de
generalizacdo utilizadas em cada um dos casos descritos anteriormente. O Daniel, que ndo
conseguiu interpretar o significado das expressdes dadas, recorreu a estratégias de generalizagdo
de natureza nao visual, desvalorizando o contexto figurativo, enquanto que o André, que tinha
recorrido a estratégias de generalizagdo do tipo visual, conseguiu dar significado as expressdes
apresentadas.

Nivel de generalizacdo — proxima e distante. Os alunos da turma revelaram mais
dificuldades em definir uma estratégia de generalizacdo para valores distantes do que para
valores proximos. A esta dificuldade pode-se associar as dificuldades que tiveram em analisar o
padrdo e em visualizar a sua estrutura. Os alunos que se basearam em contextos numéricos,
desvalorizando a componente figurativa e as relagcbes que dai advinham, utilizaram estratégias
para a generalizagdo proxima que ndo conseguiram aplicar nas questdes de generalizacdo
distante, como é o caso da recursiva, como se verificou no caso do Daniel. Na tarefa Smiles, este
aluno baseou-se num raciocinio recursivo, tendo usado a estratégia multiplo da diferenca nas
questdes de generalizagao distante, para contornar a morosidade da recursdo. Apoiou o seu
raciocinio no contexto numérico, em detrimento do figurativo, o que ndo Ihe permitiu resolver

algumas questdes de generalizagdo distante. O mesmo aluno, na tarefa Os lugares, baseou o seu
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raciocinio no contexto figurativo, valorizando as rela¢gdes que as figuras evidenciavam, facto que
Ihe permitiu resolver com sucesso as questdes de generalizagdo préxima e distante apresentadas.
E de referir que, na turma, em questdes de generalizacdo distante surgiram muitas estratégias
gue nao foram possiveis de categorizar e que ndo permitiram aos alunos responder de forma
correta as questdes apresentadas.

Tipo de padrdo e as dificuldades de visualizacGo. Verificou-se que quando o padrao
presente na tarefa era quadratico, os alunos revelaram maiores dificuldades na sua andlise e na
compreensdo da variacdo entre os termos da sequéncia. Na tarefa Os Z’s, que evidenciava um
padrdao quadratico, verificou-se ser complexo para o André e para alguns alunos continuar a
sequéncia de forma correta, uma vez que revelou dificuldades em compreender e identificar a
estrutura do padrdo, pois as figuras variavam em comprimento e em altura. Assim, os alunos
apresentaram maior sucesso nas tarefas que envolviam padrGes de crescimento lineares, tal
como é referido por Orton e Orton (1999). Os alunos apresentaram maiores dificuldades em
analisar a estrutura do padrdo em padrées de crescimento do que nos padrées de repeticdao. No
padrdo de repeticdo (Tarefa Nentfares e rds) o Daniel e o André, como quase todos os alunos da
turma, conseguiram identificar a estrutura do padrdo e reconhecer o motivo que se repetia na
sequéncia. Como ja se referiu, nos padrdes de crescimento (Tarefas Smiles, Os Z’s, Os lugares, A
moldura), os alunos manifestaram mais dificuldades na analise da estrutura do padrdo e na
identificagdo de relagdes entre as varidveis dependente e independente. Tal como defende
Threlfall (1999), em situa¢des de continuagdo do padrdo de repeti¢do os alunos evidenciaram
comportamentos diferentes. Assim, tendo em conta esta situagdo, o Daniel considerou a unidade
de repeticdo incompleta. No caso do André, em questdes que envolviam valores préximos,
considerou a existéncia do grupo de repeticdo incompleto, enquanto que em questdes de
generalizacdo distante, em que ndo recorreu a representacdo, ndo considerou que existisse o
grupo de repeticdo incompleto. Esta situacdo revela que o André apresentou dificuldades na
transicdo entre a identificacdo de valores proximos e de valores mais distantes. Na turma
verificaram-se também dificuldades ja que, em questdes de generalizacdo préxima, quase todos
os alunos consideraram o grupo de repeticdo completo, enquanto que em questdes de
generalizagdo distante consideraram o grupo de repeti¢do incompleto.

Reversibilidade de pensamento. Nas tarefas Nendfares e rds, Smiles, Os Z’s e A moldura, o
André e o Daniel, tal como os alunos da turma, revelaram dificuldades nas questées que
envolviam a reversibilidade de pensamento, as quais requeriam a utilizacdio de operagdes

inversas. O Daniel foi capaz de utilizar o raciocinio inverso apenas na tarefa Nendufares e rds,
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enquanto que o André usou a reversibilidade de pensamento nas tarefas Nendfares e rds, Smiles e
A moldura. Salienta-se o facto de, apenas nas tarefas em que utilizaram a estratégia explicita,
terem conseguido responder as questdes de reversibilidade de pensamento. Estas dificuldades
tinham ja sido identificadas por Warren e Cooper (2008a), podendo estar relacionadas com o
facto de estas questdes basearem-se na relagdo entre as varidveis independente e dependente e

porque exigem uma boa compreensao das relacdes numéricas.

Razoes que poderdo explicar as dificuldades evidenciadas em contextos visuais

O facto de o Daniel e o André, assim como outros alunos da turma, ndo estabelecerem um
paralelismo entre a componente visual e a numérica poderd estar relacionado com uma forte
habituacdo a manipulacdo dos nimeros sem um contexto figurativo associado. Numa abordagem
puramente numérica, considerando a propriedade comutativa, a ordem dos fatores nao altera o
valor do produto. Esta situagdo revela uma valorizagcdo do contexto numérico em detrimento do
figurativo

Os obstdaculos sentidos pelos alunos na andlise da estrutura do padrao e na identificacdo de
relagdes entre as varidveis dependente e independente, nas tarefas que envolveram sequéncias e
problemas com padrdes, poderdo estar relacionadas com o facto de terem dificuldades em
identificar a estrutura visual do padrdao e em descobrirem um modo de contagem baseado na
visualizacdo. Apesar de nas tarefas iniciais de contagem, terem encontrado diferentes formas de
ver, que conduziram a expressdes numéricas diferentes mas equivalentes, ndo conseguiram
transpor esse raciocinio para as tarefas que envolviam sequéncias e fazer o mesmo nas figuras
que as compunham. Os alunos revelaram bastantes dificuldades em ver o padrdao e em analisar a
estrutura do mesmo. Para Lee e Freiman (2006) o primeiro passo na exploragdo de padr&es é ver
0 padrdo, tendo em conta que existe uma multiplicidade de formas de ver. As dificuldades dos
alunos que nao conseguiram analisar a estrutura do padrdao prenderam-se com este primeiro
fator, ja que ndo conseguiram visualizar o padrdo e traduzir a sua estrutura numa expressao
numérica. Radford (2008) considera que a generalizacdo algébrica se inicia com a identificacdo de
uma regularidade local, em alguns membros da sequéncia, o que implica que exista um
reconhecimento entre o que se mantém igual e o que é diferente. As dificuldades evidenciadas
pelos alunos neste ambito também poderdo estar relacionadas com o facto de ndo terem
conseguido identificar essa regularidade de figura para figura e ndo conseguirem reconhecer o

gue se mantinha igual e diferente. Estes fatores sdo visiveis se comparamos o desempenho do
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Daniel em duas tarefas que envolviam sequéncias de crescimento. Na tarefa Smiles, revelou
bastantes dificuldades em resolver as questdes de generalizacdo distante, possivelmente por ter
desvalorizado o contexto figurativo. Na questdo em que era pedido que o aluno descrevesse a 4.2
figura, apenas se limitou a desenhd-la nao se tendo centrado na estrutura visual do padrdo. O
aluno ndo procurou ver o padrdo, como referem Lee e Freiman (2006), de forma a descobrir um
modo de contagem que o conduzisse a descoberta de uma expressdao numérica que facilitasse a
generalizacdo distante, nem conseguiu identificar uma regularidade local em alguns membros da
sequéncia, reconhecendo o que se mantém igual e o que é diferente (Radford, 2008). O Daniel
focou-se na diferenca numérica entre termos consecutivos, valorizando apenas o contexto
numérico, o que |lhe trouxe muitas dificuldades. Na tarefa Os Z’s o aluno teve uma abordagem
completamente diferente, valorizando o contexto figurativo tendo conseguido resolver as
questGes com sucesso. Comecgou por ver o padrao, descobrindo um modo de contagem que o
conduziu a uma expressdo numeérica, reconhecendo o que se mantém igual e o que variava,
identificando uma regularidade.

Os resultados apresentados sugerem dificuldades dos alunos na visualizagcdo. As
dificuldades evidenciadas no trabalho em contexto figurativo pelos alunos definidos como caso,
assim como pelos outros alunos da turma, poderao também estar relacionadas com a falta de

experiéncias neste contexto, tal como é referido na literatura (Vale et al., 2011a).

Reflexoes Finais

ImplicagOes para a pratica profissional

A concretizagdo deste estudo contribuiu de forma significativa para o desenvolvimento
profissional da investigadora. Todo o trabalho que se realizou ao longo desta investiga¢do, desde
o delinear dos objetivos do estudo, a recolha bibliografica, as op¢des metodoldgicas, a elaboragdo
e aplicagdo da proposta didatica, a recolha e analise dos dados envolvidos num profundo
processo de reflexdao, permitiram aprofundar os conhecimentos ao nivel da didatica da
matematica e dos tépicos matematicos.

Tem sido defendida a introduc¢do do pensamento algébrico desde os primeiros anos (Kaput,
1999). Esta investiga¢do permitiu verificar que o pensamento algébrico pode ser explorado desde
cedo, através de tarefas que envolvam a exploracdo de padrbes, e que uma abordagem de
natureza figurativa facilita o seu desenvolvimento de forma sustentada. Assim, tarefas em

contextos figurativos revelaram-se potenciadoras do desenvolvimento do pensamento algébrico
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baseado na generalizacdo de padrées tal como defendiam Vale et al. (2011a). Concluiu-se que
este tipo de tarefas promove a utilizacdo de diversas estratégias, sendo que alguns alunos
enveredam por uma abordagens nao visuais enquanto que outros se socorreram de abordagens
visuais. Foi notdrio que os alunos que suportavam o seu raciocinio no contexto figurativo
conseguiram ser mais bem sucedidos e relevaram uma maior compreensdo das relagdes
existentes entre as varidveis dependente e independente, conseguindo explicar e justificar as
regras apresentadas e expressar relacbes generalizadas em termos explicitos (Rivera & Becker,
2005). Este facto é concordante com a perspetiva de Mason (1996) que defende que os alunos
devem recorrer a visualizacdo para facilitar a generalizacdo. Acredita-se que seja fundamental que
os alunos compreendam as vantagens de uma abordagem visual na descoberta de estratégias de
generalizacdo, de forma a compreenderem as relacGes existentes e as expressarem em linguagem
algébrica (Barbosa, 2011).

Apesar das dificuldades evidenciadas na manipulagdo simbdlica, os resultados do estudo
sugerem vantagens na utilizacdo de tarefas que envolvem a exploracdo de padrdes, como
atividades introdutdrias ao simbolismo algébrico, como sugere Radford (2006). Estas tarefas,
envolvendo generalizagdo de padrées em contexto figurativo, revelaram-se potenciadoras do
desenvolvimento do simbolismo associado ao pensamento algébrico (Vale, 2011), fomentando a
transicdo do pensamento numeérico para o algébrico (Vale et al. 2011b) e promovendo o salto

abstrato entre os nimeros e as variaveis (Beigie, 2011).

Recomendagobes para futuras investigagoes

O Programa de Matematica do Ensino Bésico (ME-DGIDC, 2007) introduziu a Algebra como
tema programatico no 2.2 e 3.2 ciclos, existindo também uma iniciacdo ao pensamento algébrico
no 1.2 ciclo. Vale et al. (2011a), defendem que as tarefas apresentadas em contexto figurativo sdo
um bom ponto de partida para o desenvolvimento do pensamento algébrico e consideram a
visualizacdo como crucial na aprendizagem da Matemadtica. Tendo em conta estes pressupostos,
seria interessante realizar um estudo semelhante a este mas noutro nivel de ensino,
nomeadamente no 1.2 ciclo. Tendo em conta que estes alunos apresentavam falta de
experiéncias prévias com padrées em contextos figurativos, e como este é um factor potenciador
de dificuldades na transicdo da aritmética para a algebra (Vale et al., 2011a), seria pertinente
estudar os resultados de um estudo, com objetivos semelhantes, realizado com alunos com

experiéncia na realizacdo deste tipo de tarefas.
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Este estudo estava focalizado no desenvolvimento do pensamento algébrico em contextos
visuais, nomeadamente nas estratégias de generalizacdo e nas dificuldades apresentadas pelos
alunos. Atendendo a perspetiva de Kaput et al. (2008) que defendem que a simbolizacdo e a
generalizacdo estdo no coracao do pensamento algébrico, seria pertinente investigar o sentido de
simbolo no 2.2 ciclo do ensino basico.

Atendendo ao facto de a visualizacao estar a adquirir um papel central em aprender e fazer
matematica, sendo reconhecida como uma componente chave do raciocinio, da resolucdo de
problemas e da demonstracdo (Arcavi, 2003), considera-se de todo o interesse a realizacdo de
mais investigacdes na drea da visualizacdo. Seria pertinente a compreensao de variados aspetos
como: Qual a influéncia das capacidades de visualizagcdo na aprendizagem de areas especificas da
Matematica?; Que dificuldades evidenciam os alunos ao nivel da visualizagdo?; Quais as
potencialidades de um ensino baseado na visualizagdo, ndo como um fim ilustrativo mas como
uma forma de raciocinio?. Estas investigacGes seriam dotadas de um interesse acrescido na

medida em que existem poucas a nivel nacional.

LimitagGes do estudo

Como é natural em qualquer investigacdo desta natureza, apontam-se algumas limitacoes
neste estudo, estando a principal relacionada com o tempo dedicado a implementagdo da
proposta didatica. Atendendo ao facto de os conteldos abordados integrarem um tépico do
Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico (ME-DGIDC, 2007), a aplicagdo das tarefas esteve
condicionada a planificagao da disciplina, concentrando-se em duas semanas. O professor titular
da turma disponibilizou apenas 5 aulas para este tépico, que acrescidas com 2 do Laboratdrio de
Matematica perfizeram um total de 7 aulas para aplicagdo da proposta didatica. Considera-se que
o tempo dedicado ao desenvolvimento da fase empirica foi insuficiente para investigar com
profundidade as questdes de investigacdo, que exigiam um trabalho mais continuado e
prolongado no tempo. Entende-se que um trabalho desta natureza, tendo em conta o seu design,
requeria mais tempo, tornando-se mais longitudinal o que permitiria compreender o fenémeno
em estudo de forma mais pormenorizada. Reconhece-se também que esta investigacao teria sido
enriquecida se fosse possivel a implementacdo de mais tarefas no ambito das diferentes fases

afetas a proposta didatica, nomeadamente tarefas que envolvessem padrdes de repeticdo e

padrées de crescimento lineares.
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Aguando da aplicagcdo do estudo, a investigadora assumiu o duplo papel de investigadora e
professora da turma, recorrendo a uma observagao participante, que lhe permitiu envolver-se no
contexto, contribuindo para uma maior compreensao do fenédmeno em estudo, mas que também
trouxe alguns constrangimentos, nomeadamente no registo sistematico das observagdes
realizadas, assim como no dosear entre a observacao e a participacao. Contudo, considera-se que
esta foi a forma mais apropriada para perceber e interpretar os fendmenos.

Salienta-se que este estudo ndo tinha a pretensdao de generalizar resultados, mas sim
compreender um fendmeno como a caracterizacdo do pensamento algébrico de alunos do 6.2
ano de escolaridade no ambito de contextos visuais. Destaca-se, ainda, que as conclusdes deste
estudo enquadram-se no contexto em que o mesmo decorreu e estdo estritamente relacionadas
com a turma que nele participou, em particular com os dois alunos que constituiram os casos.
Assim, esta investigacdo ndo pretendeu chegar a generalizagdes mas sim compreender um
fendmeno especifico. Apesar das conclusdes do estudo ndo poderem ser generalizadas a outras
realidades, podem constituir um importante contributo para a compreensdo global da temdtica

guando a mesma for analisada noutros contextos.
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Anexo 1

Exmo. Sr. Diretor

do Agrupamento de Escolas ...................

Venho, por este meio, solicitar a V. Ex.2 autorizagcdo para realizar uma investigacdo na
Escola BASiCa ...ccceevievecieceece et no ambito do Mestrado em Educacdo, especialidade
Didatica da Matematica e das Ciéncias, que frequento na Escola Superior de Educacdo — Instituto
Politécnico de Viana do Castelo.

Este estudo ird debrucar-se sobre como se caracteriza o pensamento algébrico de alunos
do 2.2 ciclo no ambito de contextos visuais e prevé-se que decorra durante o presente ano letivo
2011/2012, sendo aplicado numa turma de 6.2 ano de escolaridade (turma ....). Envolve a
resolucdo de tarefas relacionadas com a tematica previamente referida, o respetivo registo,
observagdo participante e gravacdo audio e video das aulas nas quais serdo aplicadas as tarefas.
Estas gravacOes serdo utilizadas exclusivamente no estudo em questdo, estando preservado o
anonimato dos alunos. Serdo também realizadas entrevistas a alguns alunos, sempre que
necessario, de acordo com a sua disponibilidade. As tarefas a desenvolver estardo de acordo com
o Programa de Matematica do Ensino Basico, ndo afetando por isso a planificacdo ja efetuada.

Sendo-me concedida a autorizagdo para a realizagdo do estudo, serd de imediato enviado
um pedido formal aos encarregados de educag¢do dos alunos envolvidos informando-os do estudo
e do trabalho a desenvolver e solicitando a sua autorizagao.

Informo igualmente V. Ex.2 que o professor da disciplina de matematica da referida
turma, professor .......ccocevevvvececnennns , se encontra disponivel para participar neste trabalho.

Manifestando desde ja a minha disponibilidade para esclarecer possiveis duvidas
relacionadas com a aplicacao do estudo, aguardo o vosso parecer.

Agradeco antecipadamente a vossa compreensao e colaboracgao.

Com os melhores cumprimentos

reeerreenne., 6 de dezembro de 2011

Marta Filipa da Costa Pinheiro
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Anexo 2

Exmo.(a). Encarregado(a) de Educacdo

No ambito do curso de Mestrado em Educagdo, especialidade Didatica da Matematica e das
Ciéncias, que frequento na Escola Superior de Educacdo do Instituto Politécnico de Viana do Castelo,
pretendo desenvolver uma investigacdo que se ird debrucar sobre como se caracteriza o pensamento
algébrico de alunos do 6.2 ano no ambito de contextos visuais.

Prevé-se que esta investigacdo decorra durante o presente ano letivo, 2011/2012, e envolva a
resolucdo de tarefas relacionadas com a tematica previamente referida, o respetivo registo, observacao
participante e gravacdo audio e video das aulas nas quais serdo aplicadas as tarefas. Mais informo que
essas gravacOes foram autorizadas pelo Diretor do Agrupamento de Escolas ... , sendo
utilizadas exclusivamente no estudo em questdo, estando preservado o anonimato dos alunos. Serdao
também realizadas entrevistas a alguns alunos, sempre que necessdrio, de acordo com a sua
disponibilidade. As tarefas a desenvolver estardao de acordo com o Programa de Matematica do Ensino
Basico, ndo afetando por isso a planificacdo ja efetuada.

Sendo professora da turma da disciplina de ciéncias da natureza e decorrendo o estudo na drea
da matemdtica, informo igualmente que o professor da disciplina de matematica se encontra disponivel
para participar neste trabalho.

Para o efeito, solicito a sua autorizacdo para que o seu educando participe deste estudo e para
proceder as gravacOes das referidas aulas.

Obrigada pela atencdo.

....................... , 5 de Janeiro de 2012

A professora

(Marta Pinheiro)

Autorizacao

No ambito do projeto referido, declaro que autorizo que sejam registadas, em suporte dudio e video, as

aulas da turma ...., do 62 ano, a qual o meu educando pertence.

Aluno

Encarregado de Educacao

A
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Escola BasiCa ....cceveevvvneenneennen.

Nome: N.2

Questionario

Data de nascimento:

Profissdao do Pai: Habilitagdes académicas do Pai:

Anexo 3

Data: __ / [/

Profissdao da Mae: HabilitacGes académicas da Mae:

Atividades extracurriculares:

Disciplinas preferidas:

Porqué?

O que é para ti Matematica?

Gostas da disciplina de Matematica? Porqué?

Quando te apresentam uma tarefa de matematica como te sentes? Porqué?

O gue mais gostas de fazer nas aulas de Matematica? Porqué?

O que menos gostas de fazer nas aulas de Matematica? Porqué?
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Quando ouves a palavra Matematica o que é que te vem imediatamente a ideia?
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Guido de observagao

Anexo 4
Data: Tarefa(s):
Sessao n.2:
Tempo previsto: Tempo gasto:
Introducdo da tarefa:
InstrucBes da investigadora/professor Reagdes dos alunos

Desenvolvimento da tarefa:
Alunos: Investigadora:
ReacOes Atitudes

Comentarios

Questdes colocadas

Questdes colocadas

Dificuldades evidenciadas

Estratégias utilizadas

Discussdo da tarefa:
Alunos: Investigadora:

Intervengdes Gestao

Conclusoes
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Aspetos a salientar dos alunos-caso:

Outros aspetos relevantes durante a sessdo:

Reflexdao apds a sessao:
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Nome:

Tarefa: Qual tem mais estrelas?

Escola Basica

Contagens visuais

Consegues descobrir rapidamente qual o cartdo que tem mais estrelas?

Anexo 5

Como pensaste? Explica o modo como procedeste para efetuar a

contagem. (Para explicares o teu raciocinio podes usar esquemas,

palavras, tabelas, calculos, desenhos...)

2 Data: __ / [/
A B
*x % *k
** * * * %
* *** *, xk
Infin * %
C D
*
*
X ** * *:** *
* *
* * * % **
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Em qual conjunto conseguiste contar mais rapidamente? Porqué?

Em qual conjunto demoraste mais tempo a fazer a contagem? Porqué?

Que dificuldades tiveste ao resolver esta tarefa?

Adaptado de: Vale, Pimentel, Alvarenga, & Fao, 2011b
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¥ Anexo 6
Y olo] TN - 7= 1] [ o=

N.2 Data: / /]

Nome:

Contagens visuais

Tarefa: Dados

(3K 3
. . (3K 3 ° L]
Consegues adicionar as pintas dos dados? s o s
HH ° o*
Antes de comecar, pensa como poderas fazé-lo de um modo rapido. . —
° ° o °
~ .. . . 3 L)
Escreve uma expressdao numeérica e explica o teu raciocinio. ol e .
) (K ]
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Que dificuldades tiveste ao resolver esta tarefa?

Adaptado de: Pimentel, Vale, Fao, Alvarenga, & Freire, 2010
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g Anexo 7
Y olo] TN - 7= 1] [ o=

Nome: N.2 Data: / /

Contagens visuais

Tarefa: Os graos de café

1. Quantos graos de café vés na figura? Escreve a respetiva expressdao numérica e

explica como contaste. @

2. Descobre outras formas de contar os graos de café e, para cada caso, escreve a expressdo numérica

correspondente, explicando como pensaste.

3. 0O que podes concluir ao analisares as diferentes expressées numéricas que obtiveste?
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Com qual das expressdes numéricas chegaste mais rapidamente ao resultado?

Qual foi a forma de contar que achaste mais facil? Porqué?

Que dificuldades tiveste ao resolver esta tarefa?

Adaptado de: Pimentel, Vale, Fao, Alvarenga, & Freire, 2010
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Y olo] TN - 7= 1] [ o=

Anexo 8

Nome: N.2 Data: / _/

Contagens visuais

Tarefa: Os berlindes do Carlos

1. Quantos berlindes vés na figura? Escreve a respetiva expressao numérica e explica como contaste.

2. Descobre outras formas de contar os berlindes e, para cada caso, escreve a expressdo numérica

correspondente, explicando como pensaste.

3. 0 que podes concluir ao analisares as diferentes expressées numéricas que obtiveste?
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Com qual das expressGes numéricas chegaste mais rapidamente ao resultado?

Qual foi a forma de contar que achaste mais facil? Porqué?

Que dificuldades tiveste ao resolver esta tarefa?

Adaptado de: Vale, et al., 2011a
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Escola Basica

Nome:

Contagens visuais

Tarefa: A colegdo de moedas

O Ricardo faz cole¢do de

moedas e guarda-as

cuidadosamente em albuns. : =

Ajuda-o a descobrir quantas

moedas ja conseguiu

colecionar neste album.

1. Quantas moedas tem o Ricardo? Explica 0 modo como pensaste para contar as moedas.

2. Consegues encontrar outra forma de contar as moedas? Se sim, como?

3. O primo do Ricardo contou as moedas do seguinte modo: 12x5+2+2+3. Como terd pensado o primo do

Ricardo para contar as moedas?
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Qual a contagem que foi mais facil?

Em que questao tiveste mais dificuldades? Porqué?

Para além desta, que outras dificuldades tiveste?

O que aprendeste com esta tarefa?

Adaptado de: Vale, et al., 2011a
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A Anexo 10
Y olo] TN - 7= 1] [ o=

Nome: N.2 Data: /]

Contagens visuais Sequéncias — descobrir e generalizar padroes de repeticao

Tarefa: Nenufares e ras

Considera uma sequéncia de nenufares e ras em fila conforme a imagem.

1. Qual é o0 13.2 elemento da sequéncia? Como pensaste?

2. Qual é o grupo que se repete ao longo da sequéncia?

3. Se se construir uma sequéncia de grupos repetidos com 14 nenufares, quantas ras existem? E quantos

grupos repetidos? Como pensaste?

4. Na trigésima posi¢do encontra-se um nenufar ou uma ra? Como sabes?

189



5. Se houvesse 17 ras, quantos nenufares existiriam? E grupos repetidos?

6. E se se construir uma sequéncia com 71 nenufares, quantas ras existem? E quantos grupos repetidos?

Explica como pensaste.

7. Se tivéssemos 30 grupos repetidos, quantos elementos havia ao todo? E nenufares? E ras?

8. Imagina uma sequéncia com 780 elementos ao todo. Nessa sequéncia quantos nenufares haveria? E ras?

9. Se numa sequéncia de nenufares e rdas como a apresentada houver um nimero qualquer de grupos
repetidos (n grupos repetidos), quantos nenufares existem? E rds? E elementos ao todo? Explica como

pensaste.
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Em que questao tiveste mais dificuldades? Porqué?

Tiveste outras dificuldades? Se sim, explica quais foram.

O que aprendeste com esta tarefa?

Adaptado de: Vale, et al., 2011a
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Y olo] TN - 7= 1] [ o= ARG I

Nome: N.2 Data: / /[

Sequéncias — descobrir e generalizar padrdes de repeticao

Tarefa: Smiles

Considera a sequéncia de smiles em T.

CRO RO CRORCRORC RO RO

@
¢
¢ € €

N

Figura 1 Figura 2 Figura 3

1. Quantos smiles terda o 42 T? Como o podes descrever?

2. Quantos smiles tera o 1002 T? Explica como pensaste.

3. Numa caixa existem 121 smiles. Descobre se é possivel construir uma figura desta sequéncia com esse

numero de smiles.
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4. Determina o niumero de smiles necessarios para construir a figura n.

5. Ao determinar o nimero de smiles da figura 250 o Jodo e a Inés pensaram de modo diferente:

Jodo: 1+3x250
Inés: (250+1)x3-2

Como terdo pensado o Jodo e a Inés?

Em que questao tiveste mais dificuldades? Porqué?

Tiveste outras dificuldades? Se sim, explica quais foram.

O que aprendeste com esta tarefa?

Adaptado de: Vale, Fdo, Alvarenga, Geraldes, Sousa, & Pimentel, 2008
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A Anexo 12
Y olo] TN - 7= 1] [ o=

Nome: N.2 Data: / /

Sequéncias — descobrir e generalizar padrdes de crescimento

Tarefa: Os Z’s

Considera a sequéncia de Z’s

EEER

HEEN HEBE

HE HE EER

| HE HER
L] HEN EEEN

Figura 1 Figura 2 Figura 3

1. Continua a sequéncia desenhando a figura de ordem 4 e a de ordem 5.

2. Conta o numero de quadradinhos da 3.2 figura? Descreve o modo como efetuaste a contagem.

3. Quantos quadradinhos tera a 6.2 figura? Descreve o modo como pensaste.

4. Quantos quadradinhos tera a figura de ordem 407? Explica como pensaste.
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5. Sera possivel construir uma figura com 964 quadradinhos? Explica o teu raciocinio.

6. Como podes descobrir o nimero de quadradinhos da figura de ordem n?

Em que questao tiveste mais dificuldades? Porqué?

Tiveste outras dificuldades? Se sim, explica quais foram.

O que aprendeste com esta tarefa?

Adaptado de : (Pimentel, Vale, Fdo, Alvarenga, & Freire, 2010)
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Ty Anexo 13
Y olo] TN - 7= 1] [ o=

Nome: N.2 Data: / /[

Problemas com padroes

Tarefa: Os lugares

Para explicares o teu raciocinio podes usar esquemas, palavras, tabelas, calculos, desenhos...

Num teatro existem quatro lugares na primeira fila. O aumento do nimero de lugares de fila para fila é sempre o

mesmo. A figura seguinte ilustra as quatro primeiras filas do teatro.

O e JE ]
I o
I I
NN

1. Quantos lugares existem na 5.2 e 6.2 filas do teatro? Explica como pensaste.

2. Quantos lugares existem na 10.2 fila? Explica como pensaste.
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3. Quantos lugares existem na 138.2 fila do teatro? Explica como pensaste

Em que questado tiveste mais dificuldades? Porqué?

Tiveste outras dificuldades? Se sim, explica quais foram.

O que aprendeste com esta tarefa?

Adaptado de: (Townsend, 2005)
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e Anexo 14
Y olo] TN - 7= 1] [ o=

Nome: N.2 Data: / /[

Problemas com padroes

Tarefa: A moldura

Para explicares o teu raciocinio podes usar esquemas, palavras, tabelas, calculos, desenhos...

A Esmoldura faz molduras em espelhos quadrangulares formadas por azulejos quadrados. A figura representa uma

moldura de dimensdes 8x8.

1. Quantos azulejos sdo necessarios para fazer o espelho representado na

figura? Explica como pensaste.

2. Quantos azulejos sdo necessarios para construir uma moldura com dimens&es 15x15? Explica como pensaste.

3. Quantos azulejos sdo necessarios para construir uma moldura com dimensGes 90x90? Explica como pensaste.
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4. E possivel construir uma moldura com 420 azulejos? Explica o teu raciocinio.

5. Descobre o nimero de azulejos necessdrios para construir uma moldura de qualquer dimensao.

Em que questao tiveste mais dificuldades? Porqué?

Tiveste outras dificuldades? Se sim, explica quais foram.

O que aprendeste com esta tarefa?

Adaptado de: (Vale, et al., Padrdes em matematica: uma proposta didatica no ambito do novo programa para o ensino basico, 2011a)
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0 A 1
EScola BASICA ...cocenvuencerensonessaesnnsnnnns O

Nome: N.2 Data: _ / /

Tarefas — Contagens visuais

Recorda as tarefas que realizaste nas aulas.

De qual gostaste mais? Porqué?

De qual gostaste menos? Porqué?

Qual achaste ser a mais facil? Porqué?

Qual achaste ser a mais dificil? Porqué?
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o5 Anexo 16
ESCOla BASICA ....covvvennvenreereronensnsssnannnnans =

Nome: N.2 Data: / /[

Tarefas: Sequéncias — descobrir e generalizar padroes de repetigao e crescimento

Recorda as tarefas sobre sequéncias que realizaste nas aulas.

De qual gostaste mais? Porqué?

De qual gostaste menos? Porqué?

Qual achaste ser a mais facil? Porqué?

Qual achaste ser a mais dificil? Porqué?
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Escola BASiCa ....coevveeevenreernrennnnnes

Nome: N.2

Tarefas: problemas padrao

Recorda as tarefas sobre problemas padrao que realizaste nas aulas.

De qual gostaste mais? Porqué?

Anexo 17

Data: __ / [/

De qual gostaste menos? Porqué?

Qual achaste ser a mais facil? Porqué?

Qual achaste ser a mais dificil? Porqué?
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Anexo 18

Com este estudo pretendo compreender:

A forma como pensas....

Que estratégias utilizas...

De que forma vés astarefas...

Que dificuldades tiveste...

Por isso € importante:
Responder a todas as questdes...
Explicar deforma clara como pensaste...

Justificar os resultados...

Para isso podes, em qualquer uma das tarefas que v@o surgirao
longo do estudo, usar:

Esquemas, palavras, tabelas, desenhos, calculos..
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No final de cada tarefa, no verso da folha, véo surgir algumas
questdes sobre a forma como realizaste a tarefa e as dificuldades

que tiveste.

E importante que respondas a todas as questdes porque
as tuas respostas v@o ajudar a compreender as tuas

dificuldades.

No final da resolucdo das tarefas vamos discutir em grande grupo as

diversas possibilidades de resolucgo.

Nao deves alterar nada na tua folha da tarefa mesmo que o

teu raciocinio ndo esteja correto.

Caso seja necessario irei realizar entrevistas que
permitam compreender melhor os raciocinios utilizados

naresolucdodas tarefas.

As aulas serdo gravadas em video e em 3udio para que eu possa
analisar situacdes que n3o consegui observar durante o decorrer da

mesma.

As gravacBes das aulas serdo visualizadas e ouvidas

apenas por mim. Ninguém maistera cessoaelas.
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