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Neste ebook apresentam-se tarefas baseadas na exploracdo de padroes através
de multiplas resolucdes e representacdoes onde se privilegiam contextos visuais/
figurativos. Desta exploracao de padroes emerge a generalizacdao, que é uma das
componentes mais importantes do conhecimento matematico, e que é a base do
pensamento algébrico. Pretende-se realcar, por um lado, a importancia da visuali-
zac¢do, ndo sé como componente fundamental para a compreensdo de proprieda-
des geométricas, mas também numéricas, e por outro a necessaria flexibilidade na
compreensdo de factos e relacdes numéricas e/ou geométricas.

Apds uma breve contextualizagdao, apresenta-se uma sequéncia didatica desenvol-
vida no ambito do projeto Padrées (Vale et al., 2009). A proposta assenta hum
conjunto diversificado de tarefas desenhadas para serem utilizadas desde as pri-
meiras aprendizagens com padroes até diferentes niveis de escolaridade, fazendo-
-se as necessdrias adaptac¢oes as propostas apresentadas.

Com esta proposta pretende-se ilustrar de que modo uma aula de matematica,
desenvolvida numa perspetiva de aprendizagem ativa e baseada em tarefas desa-
fiadoras, permite contribuir para a construcdao e ampliacdao de conceitos matemati-
cos, atribuindo-lhes significado, bem como para a compreensao de procedimentos
e ideias matematicas que, muitas vezes sdo aprendidos de forma descontextuali-
zada e sem relagcao entre si. Simultaneamente, pretende-se potenciar o desenvolvi-
mento de capacidades transversais nos estudantes, tais como a resolu¢iao de pro-
blemas e o pensamento critico, a criatividade, a comunicag¢do, o estabelecimento
de conexodes e a colaboracao.




OS PADROES A NOSSA VOLTA

Em todos os aspetos da vida, somos naturalmente atraidos para as regularidades e,
muitas vezes, tentamos interpretar situacdes identificando, ou mesmo impondo, pa-
droes. Podemos encontrar padroes ndo sé no mundo fisico, mas também no mundo
das ideias e do pensamento. Estes padroes podem ser reais ou imaginarios, visuais
ou mentais, estaticos ou dindmicos, qualitativos ou quantitativos, puramente utili-
tarios ou ndo mais do que recreativos - padrées numéricos, padrdes de contagem,
padrdes de simetria, padroes de comportamento, entre outros (Devlin, 2003). Os
padroes assumem uma importancia crucial em matematica, sendo igualmente po-
derosos em todas as ciéncias e também nas artes.

Com um olhar mais atento, podemos desvendar a matematica invisivel, em parti-
cular os padroes, que esta presente nos diversos aspetos do mundo a nossa volta.
Estes padroes manifestam-se desde as particulas mais pequenas, como a existéncia
de simetria na dispersao de um fotdo, até aos lugares mais longinquos do universo,
como os anéis simétricos da explosao de uma supernova (fig.1).

Mas também os encontramos no que nos rodeia, por exemplo, nas construgcdes que
observamos, nos pavimentos que pisamos, nhos quadros que contemplamos, ha mu-
sica que ouvimos ou nas prateleiras de um supermercado (fig.2).



Fig.2 Padroes no dia a dia

Mas também os encontramos na natureza que nos rodeia, um mundo rico em pa-
drdoes, muitos deles bastante singulares, espetaculares e inesperados, mas que um
“olho” mais atento consegue descobrir, como alguns dos apresentados na figura 3.

Fig.3 Padroes na natureza

Também podemos identificar padroes da realidade que apenas se tornam perceti-
veis quando observados do ar ou de um ponto elevado, como acontece, por exem-
po, com as imagens espetaculares de “crop circles” ou com as fotografias do foto-
grafo aéreo Alex Maclean (fig.4).

Fig.4 Vista aérea de padroes da realidade

Os exemplos anteriores ilustram alguns dos contextos que podem servir de base a
exploracdo matematica dos padroes, assim como contextos puramente matematicos
(fig.5). Contudo, é em varios temas e dominios da matematica que podemos en-
contrar, descobrir, criar e inventar inUmeros padroes, recorrendo quer a matematica
mais elementar quer a mais complexa e com estudantes de todas as idades.

Fig.5 Padroes em matematica
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Convidamos o/a leitor/a a visualizar os dois videos seguintes:

VIDEO: OS PADROES

VIDEO: A NATUREZA

OS PADROES EM MATEMATICA

Os padroes tém assumido, nas ultimas décadas, uma relevancia crescente na ma-
tematica escolar, sobretudo a partir das publicacdées do NCTM (e.g. 2000) bem
como da publicacdo do livro “A matematica: a ciéncia dos padroes” de Keith Devlin
(2003) que veio reforcar e dar visibilidade a esta tematica. Considerar a matematica
como a ciéncia dos padroes e reconhecer a sua importancia no edificio matematico
é uma perspetiva defendida por varios/as autores/as. Por exemplo, Hardy (1940)
afirma que o/a matematico/a, tal como o/a pintor/a ou o/a poeta, € um/a mestre/a
dos padroées, enquanto Davis e Hersh (1981) referem que o préprio objetivo da ma-
tematica consiste em descobrir a regularidade onde parece vingar o caos, extraindo
a estrutura e a invariancia da desordem e da confusao.

A ideia fundamental num padrao envolve repeticdo e mudanca. Em matematica,
usamos o termo padrao quando procuramos identificar ordem ou estrutura, razao
pela qual conceitos como regularidade, repeticao e simetria estdao frequentemente
associados a esta nogao (Frobisher et.al.,, 2007). Assim, usamos o termo padrio
quando nos referimos a uma disposi¢cdo ou arranjo (e.g., de numeros, formas, sim-
bolos, objetos, cores, sons) em que se deteta uma relacdo a qual corresponde uma
lei ou regra claramente definida (Vale et al.,, 2009). Deste modo, quando realiza-
mos tarefas relativamente elementares, como completar uma tabela dos 100 ou
contar numeros naturais, podemos identificar uma estrutura que envolve padrodes
baseados simplesmente no modo como os digitos se repetem e se organizam. Estas
constituem algumas das primeiras experiéncias formais em matematica em que se
revela o poder da perce¢cdao dos padrdes. O reconhecimento da existéncia de uma
estrutura simples facilita a compreensao do modo como a sequéncia de nimeros
naturais é construida.

Muitos/as investigadores/as (e.g. Orton, 1999) e organizacdes (e.g. NCTM, 2000)
defendem que os padrdes podem ser utilizados para desenvolver e aprofundar
conceitos basilares em diferentes areas da matematica, como a teoria dos nime-
ros, pré-algebra, dlgebra, geometria, probabilidades e fun¢cdes. Deste modo, o uso
de padrdes constitui uma ferramenta poderosa a que se pode recorrer para promo-
ver uma compreensao significativa de varios tépicos matematicos. De acordo com
Orton (1999), o trabalho com padrdes pode permitir que os/as estudantes: cons-
truam uma imagem mais positiva da Matematica, porque apelam fortemente ao
seu sentido estético e criatividade; estabelecam conexdes entre diferentes temas
matematicos; desenvolvam uma melhor compreensao das suas proprias capacida-
des matematicas; aprimorem a capacidade de classificar e ordenar informacao; e
compreendam a ligagao entre a Matematica e o mundo em que vivem.

Dos varios tipos de padrdes, consideramos fundamental os padrdes de repeticdo e
os padrdes de crescimento (fig.6). Em particular, os que recorrem a representac¢des
figurativas/pictdricas constituem poderosos suportes para a andlise de padrdes nu-
méricos, em especial os de crescimento, que tém sido valorizadas mais recentemen-
te na matematica escolar.

Sequéncias com padrao

de repeticao de crescimento

=B =B o8

Um padrdo diz-se de repeticdo quando existe na sequéncia um motivo identificavel
gue se repete de forma ciclica indefinidamente. Estes sdo, geralmente, os padroes
mais simples e estabelecem liga¢des importantes para a aquisicdao de conceitos nu-
méricos basicos (e.g. numeros pares; multiplos). Um padrdo diz-se de crescimento
qguando cada termo da sequéncia muda de forma previsivel em relacdo ao anterior
de acordo com uma lei de formacao que descreve como o padrao varia (cresce ou
descresce). Estes padroes tém uma importancia significativa na descoberta de con-
ceitos e propriedades, bem como na resolucao de problemas e no desenvolvimento
do pensamento algébrico. Existem padroes de crescimento lineares e nao lineares,
ou seja, padrdes cuja traducao algébrica pode ser feita, ou ndo, através de uma ex-
pressdao polinomial do 1.2 grau. Estes padrdes permitem a transicdo da aritmética
para a dlgebra e, muitas vezes, as dificuldades sentidas pelos estudantes sdo devidas
a falta de experiéncias com padrdes em contextos figurativos (Vale et al., 2009).
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PADROES E GENERALIZACAO

EM CONTEXTOS FIGURATIVOS

A generalizacdo é uma dimensdo crucial na atividade matematica. S6 dando aos/
as estudantes oportunidades de generalizar estara a ocorrer o pensamento mate-
matico, em particular, o pensamento algébrico. Por outro lado, a generalizacdo de
padrbes constitui um veiculo com elevado potencial para promover a transicao do
pensamento numérico para o algébrico, porque permite dar significado a generaliza-
¢30 sem recorrer, necessariamente, a variaveis e a férmulas (e.g., Lannin et al., 2006).
Vérios/as investigadores/as defendem que uma das abordagens mais promissoras
para ajudar os/as estudantes a generalizar e a representar relacdes é através do
estudo de padrdes figurativos de crescimento (e.g., Barbosa et al., 2025; Orton et
al., 1999; Vale et al., 2009). De facto, os padrdes figurativos/visuais constituem uma
ferramenta poderosa para conduzir a formulacdo de expressdes numéricas que os/
as estudantes compreendam e ndao sejam uma mera manipulacdo de simbolos sem
significado (e.g. Rivera, 2013). Partindo do pensamento numérico, a perspetiva da
algebra como aritmética generalizada faz com que os padrdes se afirmem como um
modo eficaz de encorajar os/as estudantes a explorar conceitos fundamentais no
estudo da algebra, como a formulacdo de conjeturas e a generalizacdo. Essas gene-
ralizac6es sdo criadas através de representagcdes e argumentacoes, que vao sendo
expressas de uma maneira gradualmente mais formal de acordo com a idade.

As tarefas envolvendo padrdoes em contextos figurativos podem implicar dois tipos
de generalizacdo: a generalizacdo proxima, que se refere a descoberta do termo se-
guinte, que pode ser obtido por contagem, desenho ou por recurso a uma tabela, e
qgue normalmente envolve relacdes recursivas; e a generalizacdo distante, que implica
a descoberta do padrao e exige a compreensao da lei de formacao, ou seja, de uma
regra geral expressa matematicamente, e requer a procura de relacdes funcionais.
Este tipo de generalizacao faz uso do reconhecimento global da estrutura do padrao.
Uma vez que a generalizagdao envolve processos cognitivos de ordem superior, tais
como o raciocinio, a abstragdo, o pensamento holistico, a visualizagdo e a flexibilida-
de cognitiva, a capacidade de generalizar vai permitir caracterizar e diferenciar os/
as estudantes uns/umas dos/as outros/as (Barbosa et al., 2025; Stacey, 1989; Vale et
al.,, 2009). Assim, a selecdo criteriosa de tarefas é crucial quando se pretende criar
experiéncias de resolucao de problemas que permitam fazer generalizacoes.

Q 11171111117

Quando “ver” é descobrir

O ensino e aprendizagem da matematica devem valorizar a forte intuigcao visual que
as criancas e os/as jovens adultos/as possuem relativamente a ideias e conceitos
matematicos, incluindo a proposta de problemas que incentivem os/as estudantes
a pensar visualmente e a desenvolver essa capacidade através de experiéncias que
requerem esse tipo de pensamento. Os/as gestaltistas acreditam que, quando o
aluno compreende a estrutura subjacente aos padrdes figurativos, aumenta a sua
capacidade para obter a solu¢do do problema. Pelo que, muito antes do uso do sim-
bolismo algébrico, é necessario atender aos aspetos prévios da generalizacdo. Um
deles sera o ver. “Ver” um padrao é necessariamente o primeiro passo na sua explo-
racdo. Assim, na resolucdo de uma tarefa, importa prestar atencao as carateristicas
figurativas que podem estar relacionadas com a generalizagcao, reconhecendo que o
ato de “ver” assume um papel central nesse processo. Neste sentido, os/as estudan-
tes devem resolver tarefas desafiantes que lhes permitam fazer generalizagdées com
base tanto nas propriedades das figuras como nas propriedades numéricas. Pre-
tende-se evidenciar, por um lado, a importancia da visualizacdo como componente
essencial para a compreensao, ndo sé de propriedades geométricas, mas também
propriedades numeéricas e, por outro, a necessidade de flexibilidade na compreen-
sdo de factos e relacdes numéricas e/ou geométricas.

A investigacao tem mostrado que os contextos figurativos sdo mais intuitivos para
a maior parte dos/as estudantes e, em particular, para os dos niveis mais elemen-
tares e/ou apresentam fragilidades no conhecimento matematico. Rivera e Becker
(2005), ao estudarem tarefas com padrdes figurativos, salientam a importancia da
percecdo visual, distinguindo entre percecdo sensorial (ou concreta) que acontece
qguando o individuo vé um objeto como um mero objeto e a percecdo cognitiva que
vai além da mera percecdo sensorial, permitindo reconhecer factos ou propriedades
relacionadas com o objeto. Assim, torna-se fundamental fazer emergir, por um lado,
a importancia da visualizacdo como componente essencial para a compreensao nao
s6 de propriedades geométricas, mas também numéricas, e por outro a necessaria
flexibilidade na compreensdo de factos e relacdes numéricas e/ou geométricas.

Assim, os/as estudantes devem desenvolver as suas capacidades visuais, através de
tarefas de padroes em contextos figurativos, de modo a evidenciar as propriedades
das figuras e das suas relacdoes geométricas e numéricas. Consideremos os exem-
plos seguintes, que permitem constatar quando ver é descobrir.

vy
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Observe a sequéncia de crescimento, na qual se mantém a regra:
2,4,6,8, ...

Neste exemplo, “Ver” envolve reconhecer que existe uma diferenca constante de 2
entre os termos da sequéncia, constatando que qualquer termo subsequente pode
ser obtido adicionando 2 ao termo anterior. Ou seja, trata-se de uma progressao
aritmética de razao 2.

Observe a sequéncia de crescimento formada por palitos, na qual se mantém a regra:

Neste exemplo, “Ver” pode basear-se na sequéncia de figuras, na correspondente
sequéncia numérica ou em ambas. Ou seja, pode basear-se na sequéncia de figu-
ras (hexagonos), no nimero de figuras (hexdgonos) da sequéncia (1,2,3,4, ...) ou ha
sequéncia numérica correspondente, considerando o numero de palitos de cada
termo da sequéncia 6, 11, 16, 21, ...ou ... . Pode ainda resultar da articulagcdo entre a
sequéncia figurativa e a respetiva sequéncia numérica. Assim, o ato de “ver” pode
implicar diferentes modos de identificar a regularidade, aspeto que sera desenvol-
vido mais adiante na proposta didatica. Este contexto visual/figurativo permite que
o/a estudante opte pelo caminho mais favoravel.

A investigacdo, como ja referido, tem mostrado que os contextos figurativos sao,
em geral, mais intuitivos para a maioria dos/as estudantes, em particular para os/as
que frequentam niveis de escolaridade mais elementares. A primeira reacdo dos/as
estudantess tende a ser, em vez de analisar a estrutura figurativa na sequéncia, tra-
duzi-la de imediato numa sequéncia humérica o que pode tornar mais complexa a
descoberta da lei de formacgao, ou seja, a realizacao de uma generalizacao distante.
Frequentemente, essa lei é obtida através de métodos algoritmicos nado justificados
e de processos de tentativa e erro. Assim, é importante comecar por desenvolver
capacidades visuais, através de tarefas de padroes em contextos figurativos, de
modo a evidenciar as propriedades das figuras e das suas relacoes geométricas e
numéricas.

Cuidados na construcao de sequéncias com padroes

Alguns cuidados devem ser considerados quando nos é solicitado que continuemos
uma determinada sequéncia. Vejamos o exemplo seguinte (fig 7).

Escrever os trés termos seguintes da seguinte sequéncia:
1,2, 4,..

Contrariamente ao que se possa inferir, esta é uma questdo aberta, pois existem
varias hipéteses a considerar. Podemos identificar um numero indeterminado de
leis de formacao possiveis. Vejamos algumas hipoteses (fig 8).

1, 2, 4,
1, 2, 4, 7

1, 2, 4

P2 4 |
1, 2, 4,

Todas as hipdteses podem ser consideradas validas. Sendo o objetivo da questdo
descobrir as varias hipoteses, cada estudante deve explicar o seu modo de ver. Se
nao for esse o objetivo, a sequéncia deve dar a garantia de que ndo ha outra hipé6-
tese. Neste caso, ndo acontece. Para que isso acontecesse, a sequéncia deveria ter
mais elementos e, por outro lado, deveria ser acrescentado no enunciado, por exem-
plo “considerando que o padrdo se mantém”. De acordo com Stylianides e Silver
(2010), a estrutura fornecida pela representacao figurativa de uma sequéncia, desde
qgue o modo como é construida esteja univocamente determinado (padrao definido),
pode garantir e justificar a lei descoberta.

Privilegiam-se contextos figurativos, sobretudo numa fase inicial e sempre que
se adeque com recurso a materiais concretos, com a finalidade de proporcionar
o desenvolvimento do pensamento matematico e explorar diferentes modos de
generalizacdo que estejam relacionados com diferentes formas de “ver” esses
padrdes. Estas tarefas permitem introduzir e/ou aplicar conceitos matematicos,
dando oportunidade de relacionar propriedades e relagdes entre diferentes entes
matematicos, conduzindo a generalizagcdo, base do pensamento algébrico e as-
peto estruturante do conhecimento matematico. Estando os padrdes diretamente
associados a generalizagcdo, a base do pensamento algébrico, é necessdrio contra-
riar a ideia, ainda bastante disseminada, de que a dlgebra se reduz a manipulacao
de equacdes e incégnitas e varidveis. Antes da formalizagdo de procedimentos, é
fundamental desenvolver o sentido de simbolo, de estrutura e de modelagao (Vale
et al., 2009).

/1177777777
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A PROPOSTA DIDATICA

A proposta didatica que se apresenta tem como finalidade promover o desenvolvi-
mento do pensamento algébrico através de uma abordagem com recurso a explo-
racdo de padrdes em contextos figurativos, permitindo explorar diferentes modos
de generalizagcdao associados a diferentes formas de ver esses padroes e que pos-
sam ter significado para os/as estudantes. Uma das ideias-chave desta proposta
é a generalizagdo de padrdées como um veiculo com potencial para promover a
transicao do pensamento numérico para o algébrico, porque permite dar signifi-
cado a generalizacdo sem recorrer, obrigatoriamente, a variaveis e a férmulas. Por
outro lado, os padrdes visuais/figurativos constituem uma ferramenta poderosa
para chegar a expressdes numéricas que os/as estudantes compreendam e ndo se-
jam uma mera manipulacdo de simbolos sem significado. Varios/as investigadores/
as (e.g., Barbosa et al., 2025; Rivera & Becker, 2005; Vale et al., 2009) defendem
que uma das abordagens mais eficazes para ajudar os/as estudantes a generalizar
e a representar relacoes é através do estudo de padroes figurativos. Mais do que
desenvolver nos/as estudantes capacidades que lhes permitam escrever uma for-
mula, importa que compreendam a origem e o significado dessa férmula ou regra e
que sejam capazes de raciocinar de modo a convencer-se a si préprios/as e aos/as
outros/as da validade da regra ou férmula obtida através da generaliza¢éo, recor-
rendo a raciocinios baseados em relagdes numéricas e/ou figurativas.

Apresenta-se uma sequéncia didatica de natureza exploratédria, cujo principal en-
foque consiste em promover a emergéncia da generalizagdo, numa primeira fase, a
partir da andlise dos aspetos visuais das tarefas, de modo a permitir efetuar gene-
ralizacdes proximas e distantes. Esta sequéncia desenvolve-se através de trés fases
sequenciais: (1) Contagens; (2) Sequéncias; e (3) Problemas, envolvendo diferentes
tipos de tarefas que conduzem a generalizacdo de padrdes e, consequentemente,
ao desenvolvimento do pensamento algébrico (fig. 9).

Contagens Sequéncias Problemas

Generaliza¢ao: conceitos, propriedades — Pensamento algébrico

Neste sentido, privilegiam-se os contextos visuais e a comunicagdo como formas
de explicitar o modo de pensar e justificar os raciocinios, recorrendo a diferentes
representacoes (e.d., materiais concretos, tabelas, diagramas, desenhos, simbolos,
expressdes). Esta proposta pode ser utilizada em qualquer nivel de ensino, uma vez
que cada uma das diferentes categorias de tarefas ao longo da sequéncia podem
ser adaptadas aos conhecimentos dos/as estudantes. Assim, nesta proposta, é ne-
cessario propor aos/as estudantes experiéncias prévias assentes nhum conjunto de
tarefas que desenvolvam a capacidade de contagem “rapida”, permitindo-lhes ad-
quirir a necessaria flexibilidade de pensamento para identificar e escolher a melhor
maneira de “ver”, de acordo com os propdsitos pretendidos.

Deste modo, a hossa sequéncia didatica comeca com tarefas de (1) Contagens, come-
cando pelo reconhecimento de padrdes estruturados que desenvolvam a capacidade
de ver instantaneamente (subitizing). Este conhecimento pode comecar a ser desen-
volvido quando as criang¢as jogam com um dado ou com o domind. A moldura do 10
é um excelente material estruturado de suporte para trabalhar relacdées numéricas
que utilizam como numeros de referéncia o 5 e o 10, permitindo um reconhecimento
visual dos nimeros. O desenvolvimento desta capacidade ird permitir que os/as es-
tudantes avancem para tarefas de contagem em contextos figurativos diversificados,
promovendo flexibilidade de pensamento ao nivel de estratégias de contagem e con-
duzindo a producao de expressdes numéricas diversificadas, mas equivalentes. Isto é,
os/as estudantes devem ter experiéncias em diferentes contextos que os estimulem
a procurar diferentes modos de ver, a optar pelo modo de contagem mais eficaz, a
escrever expressdoes numeéricas correspondentes e a reconhecer a equivaléncia entre
essas expressoes. Estas tarefas sdao o ponto de partida para o desenvolvimento do
pensamento algébrico. O passo seguinte corresponde as tarefas de (2) Sequéncias,
que envolvem quer padroes de repeticao quer de crescimento e tém como objetivo
reconhecer, descobrir, continuar, completar e generalizar esses padroes, privilegiando
a intuicao visual acerca dos numeros, das formas e das suas relagdes. Por fim, apre-
senta-se um conjunto de (3) Problemas, nos quais ndo estd presente uma sequéncia
explicita, mas que tera de ser construida pelos/as estudantes como meio de chegar
a solucdo do problema. Esta sequéncia pode envolver mais do que uma estrutura de
repeticdo ou de crescimento, mas deve conduzir a invariantes que permitam o esta-
belecimento de propriedades numéricas ou geométricas (Vale et al., 2009).
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Apresenta-se, de seguida, um conjunto de tarefas que ilustram cada uma das fases
da proposta didatica. Esta primeira fase envolve a apreensdo da estrutura espacial
da disposicdo de um determinado conjunto de objetos, apoiando-se no arranjo vi-
sual para a descoberta de estratégias de cdlculo intuitivas e simples e tornando-as
mais complexas, mas evitando as contagens de um em um.

As crian¢as devem aprender a reconhecer um conjunto de objetos numa disposicao-
-padrao e a indicar a quantidade sem os contar. Para a maioria destes nimeros, exis-
tem varios padroes usualmente utilizados e, por isso, facilmente reconheciveis. Este
reconhecimento é feito, por exemplo, pelas criangas quando utilizam um dado em
diversos jogos ou quando jogam com pecas de dominé com cartas tradicionais. O
reconhecimento, que deve ser imediato, pode também ser desenvolvido para outros
tipos de padroes. Esta capacidade de “ver instantaneamente” quantos objetos estdo
presentes é conhecida por subitizing (do latim subitus que significa subito). Ver ins-
tantaneamente é uma capacidade muito importante que deve ser fomentada e ensi-
nada. De facto, o ensino deve proporcionar oportunidades para que os/as estudantes
desenvolvam esta capacidade nos primeiros anos, isto é, reconhecam quantidades
acima de cinco sem contagem um a um. Comecemos com um exemplo (fig.10).

Quantas bolinhas conseguiste ver em cada imagem?
Como é que as viste? Descreve o modo como as viste.

Eu vejo um grupo de 3 bolinhas, um de 4 e outro com 2 bolinhas.
Ao todo tenho 9 bolinhas.

O Ou 3+4+2=9

Eu vejo um grupo de 5 bolinhas e 2 com 3 bolinhas.
Ao todo tenho 11 bolinhas.

OuS5+3+3 ou5+2x3=11

;

Como os numeros até 10 sdo muito importantes, e servem de referéncia (em parti-
cular o 5 e 0 10) para outras contagens, ha varios padroes que os identificam e que
devem ser descobertos, reconhecidos, usados e discutidos. Um material muito util
para este trabalho é o arranjo retangular de 5x2 conhecido por moldura do dez,
ilustrado em baixo que recorre a fichas circulares, permitindo desenvolver o reco-
nhecimento visual dos nimeros e a construgao da compreensao do valor posicional.

A proposta de diferentes agrupamentos estimula a discussao sobre diferentes pa-
drdes. A sua exploracdo permite também desenvolver capacidades a nivel da adi-
cdo, subtracao, multiplicacdo e divisdo, incluindo o célculo mental usando diversas
estratégias. Com a utilizacdo deste material, as criancas adquirem um forte sentido
do numero 10 e dos seus subconjuntos. Apds a consolidacao deste tipo de racioci-
nio, a moldura do 10 sera progressivamente abandonada. Vejamos outro exemplo
(fig.11).
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Algumas solucoes para o nimero 7 poderao ser (fig.12).

Q1o O OO

@) ee
e

7=2+3+2

7=3+4 7=5+2

ApOds estas primeiras exploracdes, podem desenvolver-se contagens visuais em
outros contextos, que proporcionam exploragdes numéricas ricas e permitem es-
tabelecer relagdes entre representacodes icénica e simbdlica, bem como identificar
expressdes equivalentes provenientes de diversos processos de contagem.

CONTAGENS NOUTROS CONTEXTOS

ApOds estas primeiras exploracdes, podem desenvolver-se contagens visuais em
outros contextos, que proporcionam exploracdes numéricas ricas e permitem es-
tabelecer relagdes entre representacdes iconica e simbdlica, bem como identificar
expressoes equivalentes provenientes de diversos processos de contagem. O ob-
jetivo ndo é contar os elementos de uma figura um-a-um, mas descobrir processos
rapidos e expeditos de o fazer. Pretende-se descobrir o maior niumero possivel de
hipéteses de contagem e de escrever cada uma das expressoes que traduz cada
um desses modos de ver a contagem. As figuras em arranjos retangulares e/ou com
simetria sdo 6timos exemplos para iniciar este trabalho. Vejamos um exemplo (Vale
et al,, 2009) (fig.13).

Quantas conchas tem a figura?
Descobre diferentes modos de contagem.
Mostra esses modos de contagem na figura.
Escreve as expressoes numeéricas de cada
um dos diferentes modos de contagem.
O que podes concluir?

Apresentam-se algumas solucodes (fig. 14 e 15) que traduzem diferentes modos pos-
siveis de ver a contagem e as respetivas expressoes numéricas. Pretende-se que se
conclua que as expressdes nhumeéricas obtidas sdo equivalentes. Este tipo de tarefas
permite explorar propriedades das operac¢des, a prioridade dessas operac¢des, o uso
de parénteses e casos notaveis, podendo ser adaptado a diferentes niveis de ensino.
Estas tarefas desafiam também os/as estudantes a serem originais, promovendo a
flexibilidade do pensamento.

4+4+6+6+6+6+4+4 2x4+2x6+2x6+2x4 10 x (2x2) 4x2+6x2+6x2+4x2

Espera-se que os/as estudantes explicitem os seus raciocinios, recorrendo tam-
bém a expressao verbal. Por exemplo, na terceira hipétese da fig. 14, poderao
afirmar: “Vejo 10 quadrados de 2 por 2. Logo, tenho 40 conchinhas.”

A figura 15 ilustra algumas contagens que podem ser consideradas menos usuais

e mais originais, pois recorrem a processos de visualizacdo mais complexos e que,
normalmente, ndo surgem de forma espontanea.

/11171777777
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ol 7
]

(4x4)+4+4+(4x4) 4x4+(6x4) 3x(4X4)-(4+4) 10x4

As diferentes expressdes obtidas sdo equivalentes, uma vez que representam a mesma
qguantidade de conchas. Este tipo de tarefas permite também trabalhar as propriedades
das expressdes numéricas, que podem surgir de acordo com o nivel de aprendizagem
dos/as estudantes. Estas tarefas contribuem para o desenvolvimento da flexibilidade
de pensamento contribuindo para o pensamento divergente do/a estudante, que pe-
rante uma situagcao nova possa optar por aquela que seja mais adequada.

Uma outra questdo que se pode colocar, em sentido inverso ao inicialmente pro-
posto, consiste em, em vez de pedir a expressao que traduz a contagem, apresentar
essa expressao e pedir o que ela traduz. Por exemplo: “Como é que fiz a contagem
se obtive 10x4?”

Neste tipo de tarefas, pretende-se reconhecer padrdoes em sequéncias, de modo a
permitir a generalizacdo através de regras formuladas pelos/as préprios/as estu-
dantes (Vale et al., 2009).

O trabalho com sequéncias pode realizar-se em contextos figurativos ou nhuméricos.
No ambito da perspetiva aqui assumida, a explora¢do de sequéncias figurativas deve
anteceder ou ocorrer em simultdneo com o trabalho com sequéncias numéricas. As-
sim, é fundamental proporcionar aos/as estudantes oportunidades de exploracdo em
que seja necessario explicitar o modo como veem uma determinada configuragao,
permitindo-lhes exprimir esse modo de ver através de uma expressdao matematica.
Quando o mesmo raciocinio é aplicado aos varios termos conhecidos de uma sequén-
cia, sera muito mais facil generalizar para termos desconhecidos, tanto préximos como
distantes. O objetivo consiste em identificar os padrdes presentes numa determinada
sequéncia e, em cada caso, formular generalizagdes adequadas. Neste processo, uma
regra orientadora deve ser: Ver - Descrever - Registar.

Uma sequéncia apresenta um padrao de repeticao quando existe um motivo identi-
ficavel que se repete de forma ciclica indefinidamente (Vale et al., 2009).

Um dos padrées mais simples de repeticdo é o do tipo A B A B, como ilustra a
imagem junto.

Este tipo de padroes de repeticdo nem sempre tem sido matematicamente aprovei-
tado, pois a sua utilizacao resume-se normalmente apenas a continuar o padrao e
identificar os elementos que se repetem. No entanto, é possivel fazer uma exploragao

matematica muito mais interessante, propondo aos/as estudantes questdes que en-
volvam generalizagao e raciocinio, tais como:

Continua a sequéncia, mantendo o padrao, para o lado esquerdo. Que cor tem 0 13.2
cubo? E 0 18.2 cubo? E o 81.2 cubo? E o 120.2 cubo? O que podes concluir sobre a
cor dos cubos ao longo da sequéncia? De que cor sdo os cubos de ordem par? Os
cubos azuis estdo em posi¢cao par ou impar? Uma sequéncia que tenha 20 cubos,
quantos cubos azuis tem? De quantos grupos de cubos azuis e vermelhos precisas
para fazer um friso com 100 cubos?
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Este tipo de questdes aborda processos de generalizacdo e propriedades numéri-
cas. Isto é, quando se pede para continuar o friso a resposta é imediata; no entanto,
ao perguntar a cor do 101.2 cubo, o aluno ja tem de pensar para além daquele objeto
concreto e raciocinar de modo genérico, extraindo da estrutura do padrdo as rela-
coes entre as varias figuras e a ordem que ocupam na sequéncia.

PADROES DE CRESCIMENTO

Uma sequéncia apresenta um padrdao de crescimento quando cada termo muda de
forma previsivel em relacdo ao anterior (Vale et al., 2009). Vamos analisar este caso
com maior cuidado, pois é precisamente aqguele que conduz a ideias matematicas
mais poderosas e que, simultaneamente, suscita maiores dificuldades na identifica-
cado da lei de formacao.

Quando, no ensino basico, se propde uma sequéncia numérica do tipo 4, 7, 10, 13,
..., ha determinacdo dos termos seguintes, os/as estudantes tendem a adotar a in-
terpretacdo mais ébvia, abduzindo uma lei por recorréncia que permite construir
cada termo adicionando trés unidades ao anterior (generalizacdo préxima). Mas,
esta lei revela-se manifestamente insuficiente quando se pretende determinar, por
exemplo, o vigésimo termo da sequéncia, tornando-se ai necessario recorrer a um
raciocinio funcional (generalizacdo distante). Se o/a estudante ainda ndo possui
ferramentas matematicas que lhe permitam obter facilmente uma lei de formacao,
fica muito limitado na sua capacidade de conjeturar e generalizar.

E neste momento que se revela a importancia da visualizacdo. Contudo, se a sequén-
cia anterior for apresentada recorrendo a uma representacao pictérica ou ativa como
no exemplo 4 (fig.16), o resolvedor tera varios caminhos para a sua resolucdo, como
foi referido anteriormente. A tradugdo numérica do padrdo é a mesma, mas o/a estu-
dante tem ao seu dispor vdrios caminhos para chegar a generalizacdo. O reconheci-
mento de um padrao nesta sequéncia de figuras pode dar origem a mais do que uma
lei de formacao, dependendo do modo como aquele é apreendido e interpretado.

Observe a sequéncia de crescimento constituida por figuras construidas
por palitos, na qual se mantém a regra de formagao.

Fig.1 Fig.2 Fig.3 Fig.4

As multiplas abordagens que emergem da andlise de um padrao figurativo podem,
numa primeira instancia, comecar por reproduzir uma sequéncia (recorrendo a ma-
terial manipuldvel ou a um desenho), de modo que, nesse processo, os/as estu-
dantes tenham de repetir o modo de construcao e, assim, o compreender e tornar
mais eficiente. S6 posteriormente se incentiva a analise desse processo, facilitando
a deducédo da regra utilizada na construcdo da sequéncia. Pediu-se aos/as estudan-
tes que reproduzissem a sequéncia e que a continuassem até ao 5.2 termo (Vale &
Barbosa, 2019).

Antes de visualizar o video tente pensar em como desenharia o 5.° termo, recor-
rendo a um processo que tornasse essa construcao eficiente e generalizavel para
qualquer termo.

Veja, depois, o filme sobre o modo como os/as estudantes realizaram esse desenho
(considerando-se apenas a constru¢cdo do 5.2 termo). Analise cuidadosamente cada
uma das construgdes.

VIDEO: CANCELAS

O video ilustra trés modos diferentes de desenhar todos os termos. A figura 17 mos-
tra, para cada caso, respetivamente, as sequéncias que envolvem esses modos de
pensar.


https://youtu.be/RLR4LQ_U3PE
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Fig.17 Modos expeditos de construir uma sequéncia de cancelas

Facamos a resolucdo da tarefa proposta. Para responder a primeira questdo, nor-
malmente desenha-se a figura correspondente ao termo seguinte, ou seja, ao termo
imediato e contam-se os palitos um a um.

Em relacdo a 22 questao, a determinacdo do vigésimo termo ja ndao é imediata,
pelo que se torna moroso e, por vezes, complicado recorrer a mesma estratégia
anteriormente utilizada, uma vez que exigiria desenhar vinte termos. Assim, vamos
organizar a informag¢do, numa tabela e fazer a sua andlise, procurando descobrir
uma lei de formacao que permita dar uma resposta a questao.

Figura # Palitos # Palitos
1 4 4
BA

2 7 4+3
3 10 4> +3 7+3
4 13 Q +3 10+3
5 16 ‘D +3 13+3

+
6 19 Q +3 16+3 Fig.18 Relacdo entre cada termo
7 22 19+3 da sequéncia e o nimero de palitos

Pela andlise da tabela na figura 18, verifica-se que, de um termo para o seguinte,
se adicionam 3 palitos, através de um raciocinio recursivo. Ou seja, esta estraté-
gia permite determinar termos préoximos (generalizagao préxima), mas dificilmente
(mais moroso) permitird chegar a termos mais distantes.

Analisemos os exemplos da figura 17. Da primeira sequéncia desenhada intui-se ou

apreende-se um padrao como tendo um quadrado inicial ao qual se adicionam su-
cessivos grupos de trés palitos (Fig. 19).

Fig.19 1.2 caso da fig. 17

Nesta sequéncia a estrutura fornecida pela representacao figurativa, onde o modo
de construcdo estd univocamente determinado (padrao definido), permite garantir
e justificar a lei a descobrir (Stylianides & Silver, 2010). Ou seja, ao reescrever os va-
lores da tabela da figura 18 de acordo com o modo de construcao ilustrado na figura
19, a andlise dos valores da nova tabela (fig.20) permite fazer uma generalizacdo
distante e obter uma lei geral 4+(n-1)x3. Esta expressdo resulta de um raciocinio
nao recursivo, mas funcional (o0 numero de palitos esta relacionado com a ordem da
figura) o que permite determinar o valor do 20.2 termo.

Figura # Palitos # Palitos

1 4 4

2 443 4+1x3

3 44343 4+2x3

4 4+3+3+3 4+3x3

5 4+35+3+3+43 4+4x3

20 4+19x 3

n 4+ (n-1)x3 Fig.20 Tabela que ilustra o modo de ver da fig. 19

O segundo caso (fig. 21) segue um processo idéntico ao caso anterior.

Fig.21 O 22 caso da fig 17

Porém, é visto, ndo um quadrado inicial, mas um palito a que se vao acrescentando
grupos de trés palitos. Esta forma conduz a uma expressao geral mais facil de gene-
ralizar, conforme se pode ver pela andlise da tabela na figura 22.

Figura # Palitos # Palitos
1 1+3 T+1x3
2 1+3+3 1+2x3
3 1+3+3+3 1T+3x3
4 1+3+3+3+3 1+4x3
5 T+3+3+3+3+43 1+5x3
n T+nx3

Fig.22 Tabela que ilustra o modo de ver da fig. 21
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Tente descobrir o termo geral do caso 3 da fig 17.
De seguida veja o video.

Observe a figura 23, que sintetiza trés modos de ver a generalizacdo, cada um ba-
seado numa interpretacdo diferente e que conduzem a expressdes gerais também
diferentes, mas que sao equivalentes. Verifica-se facilmente que todas essas expres-
sdes se podem transformar na expressao mais simples 1+3n.

1 A I e

2| | P e

s T | 2xe e cnem
19 29 39 49 59 nQ

Fig.23 Hipéteses de apreensao do padrao das cancelas

A abordagem visual, ao privilegiar diferentes modos de ver, permitiu o surgimen-
to de multiplas resolucées, facilitando a formulacdo de expressdes equivalentes. A
escrita da expressdo algébrica vai depender dos conhecimentos e/ou das escolhas
dos/as estudantes. Com a devida orientacdo, estudantes de niveis iniciais conse-
guem chegar a expressao algébrica. No entanto, todos poderdo exprimir a genera-
lizacdo em linguagem corrente.

Também aqui se pode colocar a questdo inversa:
A que modo de “ver” podera corresponder nx 4-(n-1) (na sequéncia das cancelas)?
Experimente. Veja de seguida o video.

VIDEO

PROBLEMAS DE PADRAO

Uma das principais finalidades da matematica é desenvolver a capacidade de re-
solver problemas. Sendo a procura de padrdoes uma estratégia poderosa de reso-
lucdo de problemas, é importante propor tarefas desta natureza. Nesta categoria,
incluem-se quer tarefas cuja resolucdo implica que os/as estudantes construam as
suas proprias sequéncias, de modo a descobrir o padrao que os conduz a generali-
zagao e, consequentemente, a solucdo do problema, quer tarefas que, sem recorrer
explicitamente a sequéncias, envolvem a procura de invariantes que dao origem a
conceitos e propriedades matematicas. Apresenta-se, de seguida, um exemplo de
cada tipo. Vejamos o primeiro exemplo (fig. 24).

Exemplo 5: O corredor

O corredor da casa do Sr. Rui
tem os azulejos ja partidos. I

Decidiu entdo forria-lo com placas de corticite.
Descubra de quantos modos diferentes pode
o Sr. Rui colocar as placas de corticite.

Fig.24 Exemplo 5 - O corredor

Y,

/1177777777
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https://youtu.be/pzuOLPy21cY
https://youtu.be/mqDf95qeA2Q

32

Este problema envolve a construg¢do de uma sequéncia com vista a descoberta do
padrao subjacente.

Para a sua resolu¢cao, convém reduzi-lo a um problema mais simples e organizar a
informa¢cdao numa tabela, de modo a descobrir uma lei de formacao que permita
chegar a solucao. O recurso a material manipulavel ajuda a preencher a tabela (fig.
25). Reduzindo a um problema mais simples, comeg¢amos a estudar o que acontece
se o corredor precisar de 1 placa, 2 placas, 3 placas,...

Malha do Numero de modos de colocar
corredor as placas de corticite
2x1 HH 1
2x2 H 2
2x3 HHH H +H 3

Pela analise destes trés casos, podemos ser levados a formular a seguinte conjetura:
um corredor do tipo 2 x n tem n modos diferentes de ser coberto. Entao, o corredor
do tipo 2 x 4 terda 4 modos diferentes de ser coberto. Mas serd realmente assim?
Podemos verificar experimentalmente todas as possibilidades para o corredor 2 x
4 (fig.26).

Malha do Numero de modos de colocar
corredor as placas de corticite
LILEILELE LLE
LEL BB | B
2x4 - | | 5

Este contraexemplo prova que a conjetura inicial ndo é valida, pois, experimental-
mente e por exaustdo, se verifica que ha 5 hipdteses e ndo 4. Este exemplo mostra
qgue generalizar a partir de poucos casos nem sempre conduz a conclusdes corretas,
como foi referido anteriormente (Fig. 7). Trata-se de um dos perigos de trabalhar
com o raciocinio indutivo, amplamente utilizado neste tipo de trabalho e, em par-
ticular, no ensino basico, que permite fazer generalizagdes na observacao de pa-
droes. Apesar de o raciocinio indutivo poder conduzir a novas descobertas, a sua
limita¢do reside no facto de que as conclusdes serem estabelecidas apenas a partir
dos dados recolhidos. Se prosseguirmos a exploracdo com mais alguns casos, ve-
rificamos que a sequéncia do nimero de modos é 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... 0 que conduz a
outra conjetura: cada termo obtém-se adicionando os dois termos anteriores. Esta
é uma sequéncia célebre, conhecida por sequéncia de Fibonacci. Se continuarmos
a sequéncia, obtemos 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34. Podemos, assim, concluir que o corre-
dor do Sr. Rui, com dimensodes de 2 por 8, terd 34 modos diferentes de ser coberto.
Esta nova conjetura é, de facto, vdlida neste caso, mas para que possa ser aceite
necessita de ser provada matematicamente. Esta prova ja excede o ambito desta
publicagcdo. Vejamos outro exemplo da figura 27.

/1171777777
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Exemplo 6: Os cubos do Osvaldo

Um cubo com 3cm de aresta foi construido com cubinhos
com 1 cm de aresta. O Osvaldo decidiu pintar as faces
desse cubo e, de seguida, separou-o0 em cubinhos
de 1 cm de aresta.

Quantos cubinhos terao as trés faces pintadas?

E duas faces pintadas?

E uma face? E nenhuma face pintada?

E o que aconteceria se o cubo tivesse 20 cm de aresta?
E n cm de aresta?

Fig.27 Exemplo 6 - Os cubos do Osvaldo

Para resolver este problema, sera util recorrer a material manipuldvel, como Policu-
bos, Cubos ou outros materiais equivalentes, de preferéncia materiais que possam
ser divididos para obter cubos de menores dimensdes, como, por exemplo, sabao
ou roofmate. A observacao de modelos concretos permite identificar mais facilmen-
te o numero de faces pintadas nos cubinhos e proceder a subsequente contagem de
cubinhos de cada tipo.

|

/1177777777

Recorrendo a estratégias de resolucdo de problemas, é possivel reduzir a um pro-
blema mais simples e, com a ajuda de material ou de um desenho, analisar o que
acontece ao numero de faces pintadas a medida que as dimensées do cubo aumen-
tam. A organizag¢ao da informac¢ao numa tabela permite identificar, mais facilmente,
um padrdo no nimero de faces pintadas para cada caso. A notacao a utilizar vai
depender do nivel de escolaridade.

A figura 28 apresenta um quadro com a organiza¢cao dos dados obtidos de acordo
com a informacao do problema, que pode ser utilizado para ajudar a sintetizar as
descobertas que se vao fazendo.

Dimensodes do cubo N¢ total de cubos N2 de cubos com ... faces pintadas
1x1x1 3 faces 2 faces 1 face O faces
2x2x2 8 8 (o) (o) (o]
3x3x3 27 8 12 6 1
4x4x4 64 8 24 24 8
5x5x5 125 8 36 54 27
nxnxn n? 8 12(n-2) 6(n-2)? (n-2)

Fig.28 Organizag¢ao de varias hipéteses

O seu preenchimento prevé que se investigue primeiramente o tipo de cubinhos em
relacdo as faces pintadas e onde estas se encontram. Assim, o cubo junto (Fig. 29)
mostra onde se encontram os cubinhos com os niimeros possiveis de faces pintadas
que serdo 3,2 e 1. O numero de cubinhos com O faces pintadas estardo no interior
do cubo, sendo o seu numero dado pela diferenga do total de cubinhos e o total dos
cubinhos pintados.

Fig.29 Distribuicdo do numero de faces pintadas

Assim, um cubo de 3 cm de aresta tera 27 cubinhos de 1 cm de aresta dos quais 8
terdao 3 faces pintadas; 12 terdo 2 faces pintadas; 6 terdo 1 face pintada e 1 ndo terad
nenhuma face pintada. Para um cubo de 20 cm, depois de descobrir a lei de forma-
cdo, basta substituir na ultima linha da fig. 28 o n por 20.
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A FINALIZAR

O tema dos padrdes pode contribuir para que os/as estudantes desenvolvam um
gosto crescente pela matematica e aprofundem os seus conhecimentos e capaci-
dades neste dominio, uma vez que se trata de um tema naturalmente motivador e
desafiante. Além disso, envolve e mobiliza muitos conceitos e ideias de varias areas
da matematica, promovendo conexdes entre elas, podendo, assim, ser entendido
como um tema transversal do curriculo.

Nunca é cedo para comecar a desenvolver o pensamento algébrico. E, por isso, fun-
damental proporcionar as crian¢as, desde os primeiros anos de escolaridade, uma
base sdlida que sustente esse desenvolvimento. Nao chega simplesmente abordar
padroes ou introduzir conceitos algébricos em momentos pontuais. A dlgebra nos
primeiros anos estabelece as bases necessarias para a continuidade das aprendiza-
gens matematicas futuras (NCTM, 2000). Revisitar esta abordagem em niveis de
escolaridade mais avancados, por exemplo no estudo das progressodes, permite dar
sentido ao termo geral de uma progressdo, como a progressao aritmética, ou che-
gar a generalizacdo sem recorrer a uma “férmula” previamente adquirida.

Quando os/as estudantes entram na escola, trazem um enorme potencial ao nivel
das capacidades de visualizagao, imaginac¢cao, formulacao de conjeturas, genera-
lizacdo e expressao. Nesse sentido, é importante recorrer a diferentes estratégias
qgue permitam explorar esse potencial através de uma diversidade de tarefas. O re-
conhecimento de padrdes existentes nos numeros, nas formas e no mundo a nossa
volta constitui o ponto de partida para uma exploracdo matematica que permite
aos/as estudantes continuar, completar e generalizar padrdes e, sobretudo, resol-
ver problemas. O desenvolvimento destas capacidades conduz a uma melhor com-
preensdao da matematica e a aquisicdo e consolidacdao de diferentes conceitos ma-
tematicos, mobilizados através das diferentes capacidades transversais. Também
contribui para que os/as estudantes fiquem mais bem preparados, em particular
para o trabalho com funcdes e algebra, do que aqueles que ndo tiveram oportuni-
dades sistematicas de explorar padroes (e.g., Barbosa et al., 2025; Vale et al., 2009).

Estes exemplos evidenciam como a expressao da generalizagdao pode ser explorada
em diferentes niveis, utilizando diferentes representacdes trabalhando em simulta-
neo a aritmética e a algebra. O contexto figurativo proporciona aos/as estudantes
oportunidades para se centrarem na estrutura do padrao e compreenderem as rela-
coes subjacentes. Nesse processo, as estratégias de resolucdo podem envolver uma
combinacdo de abordagens numéricas e figurativas, onde o raciocinio recursivo e o
raciocinio funcional sdo utilizados de forma adequada as diferentes situacoes.
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